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\/| I- Barycentre de deux points

1) Activité
A 1 B
L i -
G
m 1 m 3

Une tige AB rigide et homogéne est suspendue en un point G par un anneau, dans lequel elle
peut coulisser. Aux extrémités A et B de cette tige on a accroché deux masses m | et m,.
En physique et d'aprés le principe d’Archimede le systeme S est en équilibre (la tige est
horizontale) lorsque m; GA = m, GB. On dit que le point G est le point d’équilibre des points
A et B affectés respectivement des masses m; et m,.
Dans toute la suite, le systéme S est en équilibre et les masses sont exprimées en Kg.
1) Onprendm;=1letm,=2
Préciser la position du point G sur le segment [AB] et justifier I'égalité GA + 2GB = 0.
2) Dans chacun des cas ci-dessous, placer le point G puis traduire I'équilibre du systéme S par
une relation vectorielle.

a) my=3etm;=1 ; bym;=10etm,=20 ; ¢c)m;=m,=5

3) Déterminer m, pour le systeme S suivant

%.é..ﬂ
AN

m1= E mz

2) Point pondéré

Définition 1 :
On appelle point pondéré tout couple (4, a) formé d’un point A du plan et d’un réel a.
e couple (4, @) se lit aussi : « A affecté du coefficient a ».

| 3) Barycentre de deux points

Définition 2 : Soient (4, @) et (B, f) deux points pondérés affectés des coefficients a
et ftelsquea + S # 0.
On appelle barycentre de (4, @) et (B, 8) I'unique point G défini par :

aGA + BGB =0

1 SR e BN\ =
) ==
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Construction :

Soit G le barycentre des points pondérés (4, ) et (B, ) aveca +  + 0.
On utilise une décomposition par la relation de Chasles :

® VudeA4,ona:

aGA+BGB=0 < aGA+B(GA+AB)=0
= (¢ + B)GA+ BAB =0
&  AG= B AB (puisque a + B # 0)
a+pf

et G est alors I'unique point défini par cette relation vectorielle.

a
a+f

® Vu de B,on obtient de méme : BG = BA

Exemple 1 :

Soit [AB] un segment, construire les barycentres suivants :
Gl = Bar{(Ar 2)1 (B, 1)} et GZ = Bar{(A) _1)r (B) 3)}
Comme G, estle barycentre de (4,2) et (B,1),0ona: r01 = ﬁﬁ = %ﬁ
Comme G, est le barycentre de (4, —1) et (B,3),ona: AG, = %@ = %E

On peut alors placer les deux point G; et G, :

A €] B G
* ol &

v

x

Remarques :

® Si:a#0 et f=0,alors ¢ = A.
® Si:a=0 et f+0,alors G =B.

® Lorsque a = 3, on dit que G est l'isobarycentre des points A et B;
G est alors le milieu du segment [AB].

® Si A et B sont deux points distincts, le barycentre G appartient a la droite (AB).

® Le barycentre de deux points est sur le segment [AB] lorsque les coefficients sont
de méme signe.

® Le barycentre de deux points est plus pres du point dont le coefficient en valeur
absolue est le plus grand.
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Application 1 :
Soient A et B deux points distincts dans le plan

a) Construire G le barycentre des points pondérés (4, —2) et (B, 3).
b) Construire G' le barycentre des points pondérés (4, 2) et (B, 2).

c) Calculer GG’ en fonction de AB.

4) Propriétés

Propriété 1 : Homogénéité du barycentre

Le barycentre de deux points reste inchangé lorsqu’on multiplie tous les coefficients

par un méme nombre non nul.

Si G = Bar{(4,a);(B,B)} alors G = Bar{(A4,ka);(B,kf)} pour tout k € R".

Exemple 2 :

Le barycentre de (A, I—s) et (B, _?3) est aussi le barycentre de (4, 3) et (B, 6),

qui est aussi le barycentre de (4, 1) et (B, 2).

Propriété 2 : Formule de réduction

Si G estle barycentre de (4, a) et (B, ), alors pour tout point M du plan, on a:
aMA + BMB = (a + B)MG

fxe;'rgv[e 3¢
[AB] est un segment de longueur 5 cm. Déterminer I’ensemble (C) des point M qui

vérifient la relation : ||2m + BWH = 10.

On pose le point G barycentre de (4, 2) et (B, 3), d’apreés la formule de réduction,

ona:2MA+ 3MB =5MG

Donc: |[2MA+3MB||=10 & |5MG|=10 & MG=2

L’ensemble (C) est donc le cercle de centre G

est de rayon 2.

Pour tracer (C), on trace d’abord G qui vérifie : A
AC = 25

On trace ensuite le cercle (C) en remarquant

qu'’il passe par B.

L3
Lol
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Application 2 :
Soient A et B deux points dans le plan et I le milieu du segment [AB].

Soit G le barycentre des points pondérés (4, 3) et (B, —5).
Déterminer I'ensemble des points M dans le plan tel que :
|3MA — 5MB| = ||MA + MB|

Application 3 :
Soit ABC un triangle et A" = Bar{(4,—2); (B,3)} et B' = Bar{(4,2); (C,—1)} et

C' = Bar{(B,—3); (C,1)}.

_

® Montrer que : Pour tout point M du planona: MA'+ MB' — 2M(C' = 0.

@ En déduire que les points A’, B’ et C’ sont alignés.

5) Coordonnées du barycentre de deux points :

Propriété 3 :

Soient A(x,,y,) et B(xg, yg) deux points dans un repére (0,1, )).
Le point G, barycentre des points (4, a) et (B, 8) a pour coordonnées :

<“xA + Bxp ay, + ﬂ)’B>
G ,
a+f a+p

Exemple 4 :

Dans un repére du plan, on donne les points A(1,3) et B(2,1).
Déterminer les coordonnées des points M, barycentre de (4, —1) et (B,3) etN,

barycentre de (4, 2) et (B, —1) ; puis placerles point: A, B, M et N.

On applique la Propriété précédente pour obtenir les ;
N
coordonnées des points M (x, i) et N(xy, yy) : i
—1x,+3x5g —-1Xx14+3%x2 5 4
METT1¥3 T —1+3 2 1 \a
-1y, +3yg —-1x3+3x1
WME=E"T113 - —1i+3 :
2x,+ (—Dxg 2%xX1—-1x%2
WETIYCED) . 21 1
2y, + (—1yg 2x3-—-1x1 ;
T T2v ey T 21 |
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Application 4 :
Soit G le barycentre des points pondérés (4, 4) et (B,—1) tel que : A(5,—2) et B(0,7).

Calculer les coordonnés de G.

II- Barycentre de trois points

Les définitions et propriétés du paragraphe précédent s’étendent au
cas de trois points pondérés.
1) Définition
Définition 3 : Soient (4, @), (B, B) et (C,y) trois points pondérés affectés des

coefficients a, S ety telsque a +f +y # 0.
On appelle barycentre de (4, a), (B, B) et (C,y) 'unique point G défini par :

aGA + BGB +yGC =0

\\_

Démonstration :

Exprimons le point G a I'aide du vecteur AB et AC avec la relation de Chasles :

aGA+BGB+yGC=0 <<  aGA+BGA+ BAB +yGA+yAC =0
= (a+B+y)GA+BAB+yAC =0
= —(a+pB+y)AG = —BAB — yAC

— B — )
= AG=——FFAB+——AC J 0
P +a+[3+y (puisque a + f +y #0)

et G est alors I'unique point défini par cette relation vectorielle.

Exemple 5 :
Soit un triangle ABC. Placer le barycentre G des points pondérés (4,1), (B,2) et (C,1).

ona: AG= oo ARt e AC=S5AB o AC

C
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Le barycentre de trois points vérifie les mémes propriétés que le barycentre de
deux points :

K Homogénéité du barycentre :

le barycentre des points pondérés (4, a), (B,B) et (C,y) est également le
barycentre des points pondérés (4, ka), (B, kB) et (C, ky) pour tout k € R*.

® Réduction vectorielle : pour tout point M du plan,on a:

aMA + BMB + yMC = (a + B +y)MG

® Le point G, a pour coordonnées dans un repére (0,1,7) :

c (axA + Bxp +vxc ay,+ Byp + Y}’c)
a+B+y = a+pB+y

® L'isobarycentre (@ = § = y) de trois points A, B et C est le centre de gravité du

jriangle ABC (si les trois points sont distincts).

Remarques :

® Sion veut réduire lasomme 2MA — MB + 3MC, on introduit G le barycentre de

(4,2),(B,—1) et (C,3).0naalors,

2MA — MB + 3MC = (2 — 1 + 3)MG = 4MG
® Sila somme des coefficients est nulle, on ne peut plus utiliser un barycentre.
Mais en utilisant la relation de Chasles, on peut montrer que la somme de vecteurs
est en fait indépendante du point M.

Exemple :

2MA — SMB + 3MC = 2MA — 5MA — 5AB + 3MA + 3AC = —5A4B + 3AC

* Exemple 6 :
'{ Dans un repere (0,7,7), on donne les points A(2,1), B(—1,4) et C(—3,-2).

| Déterminer les coordonnées du point G barycentre des points (4, —2), (B, 3) et
(C,1); puis placer les point: A, B, C et G.
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On utilise la formule donnant les coordonnées de G (x¢, y¢;) :

("2 t3xptxe _ —2x243x(-D4(3) 10 _

4’60_ —2+3+1 2 —T2
2y 4+3yp+ye  —2X1+3x4+(-2) 8

\Ye =" r3+1 - 2 -2

3) Associativité du barycentre
@ropriété 3: \
Etant donné trois points A, B et C et trois réels a, 5 et y tels que :

a+pf+y+0 et f+y +#0.

Si G est le barycentre de (4, a), (B,B) et (C,y)
et si H est le barycentre de (B, ) et (C,y)
alors G est le barycentre de (4, @) et (H, + 7).

On ne change pas le barycentre G d'un systeme de points pondérés,
lorsqu'on remplace plusieurs points pondérés par leur barycentre H

affecté de la somme de leurs coefficients.

Exemple 7 :
g Application a la construction du

barycentre de trois points :
A On cherche a construire G, le B
barycentre de (4,1), (B, 2) et

(C, 1) sur la figure ci-contre :
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On construit H, le barycentre partiel de (B, 2) et (C, 1).

N . . — 1=
D’apres la formule de construction du barycentre de deux points, ona: BH = EBC

D’apres la propriété d’associativité, on peut remplacer le systeme (B, 2) et (C, 1)
par (H,2 + 1).
Dong, G est en fait le barycentre de (4, 1) et (H, 3).

N . . — 30—
D’apres la formule de construction du barycentre de deux points, ona: AG = ZAH

A

Exemple 8 : Application a la construction du barycentre de quatre points :

ABCD est un parallélogramme.

On cherche a placer le barycentre des points (4, 2), (B,—3), (C,2) et (D, 2).
Comme les points A, C et D ont le méme coefficient, on introduit le point H le
barycentre de (4, 2), (C,2) et (D, 2).

H est alors le centre de gravité du triangle ACD (intersection des médianes).

D’apres la propriété d’associativité G est alors le barycentre des points (H,6) et
(B,—3),onaalors:




