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Activité:

On donne ci-dessous (D) la droite représentative de constatez-vous ?
13 SorEHiDr. / dofinte e pel ¢ ) = 3. Soient a et b deux réels. Calculer F(b) - F(a)

4

puis G(b) - G(a) . Que constatez-vous ?

s 4. Calculer l'air du domaine délimité par la
/ droite (D), l'axe des abscisses et les deux
2

droites d’équations x = -2 et z =1

; puis comparer le résultat avec celle de la ques-

tion (2).

b
(D) 5. On désigne par : f f(x)dz Vair délimité par

- la courbe de f I’axe des abscisses et les deux

droites d’équations x =a et x=b et on a :

Soit F' et G deux fonctions définies sur R par :

b
F(z)=32*+2x+1et G(z) =52 +22-5. [a il B (C) =5l aves B

rimitive de f.
1. Vérifier que F et G sont des primitives de la P /

_ 5
fonction f sur R. Calculer f f(z)dz, puis interpréter ce ré-
1
2. Calculer F(1)-F(-2) puis G(1)-G(-2). Que sultat géométriquement .
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Chgpitre 10 Caload integral

I. Intégrale d’une fonction continue

1. Notion d’intégrale
Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b], et F une de ses primitives
sur [a; b].

b
> Leréel F(b) — F(a) estappelé intégrale de f de a a b et on le note f f(x)dx.
a
b
On écrit : f f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a).
b a
j f(x)dx selit: " somme ou intégrale dea a b de f(x)dx ".
a

» Lesréels a et b sont appelés les bornes de I'intégrale :
a estlaborne inférieure et b laborne supérieure.

Exemples :
3

% Calculons l'intégrale suivante : j 2x dx
1

3
ijdxz[x2]§’=32—12=9—1=
1

9
1
% Calculons l'intégrale suivante : j —dx
S 5 Vx
1
j —dt = [2vE]) = 2v9 - 2V5 = 6 — 2v5
5 Vt 5
0
% Calculons l'intégrale suivante : j dx
_12x+3

jO 2 _gx= [ B n@x+ DI, = N0+ 3) —In(=2+ 3) = In(3)

X =
_12x+3 4 2x+3
Remarques :
» Lordre de a et b est important.

» Lavariable " x " est dite « muette », c’est a dire qu’elle n’est plus présente lorsque
le calcul est effectué. On peut la remplacer par: ¢, u, ou toute autre lettre a
I'exception de a et b, sans que la signification ni la valeur de l'intégrale changent :

Lbf(x) dx = fabf(t) dt = fabf(u) duL = -
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2. Propriétés de l'intégrale

Propriétés :

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] et k et ¢ deux réels

avec c € [a; b].

a a b
> j f(x)dx =0 > j f(x)dxz—f f(x)dx
a b a
b c b
> Relation de Chasles : J f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx

. fbkf(x) dx = kfbf(x) dx

» Linearité :

b b b
. f (f(X)+g(x))dx=ff(x)dx+j g(x) dx

Exemple 1 :

f et g sont deux fonctions continues sur 'intervalle [2; 5] telles que :
2

5
Jf(x)dx=1 et jg(x)dx=4
2 5

5
Calculons j (7f(x) + 3g(x)) dx
2

5 5 5
Ona: j (7f(x) +3g(x)) dx = j 7f(x) dx + f 3g(x) dx
2 2 2

2

= 7L5f(x)dx—3js g(x)dx

=7%X1-3Xx4=-5
Exemple 2 :

2
Calculons l'intégrale suivante : j |6 — 2x| dx
-1

b —00 3 + oo
6 — 2x —— 0
16 — 2x| 6 — 2x 0 — 6+ 2x
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7 3 7
Donc : f |6—2x|dx=f |6—2x|dx+f |6 — 2x| dx
0 0 3

3 7

=J (6—2x)dx+f (—6 + 2x) dx
0 3

= [6x — x2]3 + [—6x + x?]}

=(18—-9)—0+(—42+49)—-(—-18+9) =25

Exercice 1 :
Calculer les intégrales suivantes :

21 In3 0
f—zdx j e?* dx fcosxdx
1 X 0 T
2
¢*Inx T 1 >
j —dx j —dx |x“ — 1| dx
ez X o COS?x 5
Exercice 2 :
n pose : —0 ex+4x e ]—0 ex+4x

1. Vérifierque: I+]=4In2 et -3/ =2In2.
2.En déduire les valeurs de I et J.
3. Intégrales et inégalités

Propriété :
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].

b
» Sipourtout x de [a; b] : f(x) = 0,alors : f f(x)dx =0
b b
> Sipourtout x de [a; b] : f(x) < g(x),alors : j f(x)dx < J g(x)dx
a a

b b
> f FG) dx| < f £ GOl dx

Exercice résolu :
1

1. Montrer que : e dx >0

—

2. Montrer que :

Q| =

1
Sj e dx <1
0
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Solution :

1

1.0n a pour tout x de [0; 1] : e >0et0< 1,donc: j e dx >0
0

2.0n encadre la fonction x — e sur [0;1].

= el<e™*<1

1 1 1 1
= je‘ldxsf e dxsf 1dx = —
0 0 e

0

Exercice 3 :

2
1. Montrer que : j In(x?* + 1)dx > 0.
1

9
1
2.Montrer que : 2 Sj dx < 4.
1 1 1++x
1 1
3. Comparer les intégrales : fl xIn(x)dx et fl x?*In(x)dx.
2 2
4,Valeur moyenne

Propriété et définition :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] avec a < b.
Il existe au moins un réel ¢ dans [a; b] tel que :

1 b
fle) = = f f0) dx

1
b—a

b
Le réel j f(x) dx s’appelle la valeur moyenne de f sur [a; b].
a

Exemple 3 :
Calculons m la valeur moyenne de la fonction x — e2* sur [0;1].

1t N
m=-——| e**dx = 1[—e2x]
1-0J, 2,

1 1 e? — 1
_ 1 ,2_ 2,0 _
—2¢ T3¢ 2
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Exercice 4 :
2x

1+ x2°

On considére la fonction numérique définie sur R par: f(x) =

Déterminer la valeur moyenne de f sur I'intervalle [1; 7] .

II. Intégration par parties

Propriété :
Soit I un intervalle et soit a et b deux éléments de I.

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur I de dérivées continues sur I, alors :
b b
j (u(x) x v'(x)) dx = [u(x) x v(x)]5 - f (u'(x) x v(x)) dx
a a

Exemple 1:
1
Calculons I'intégrale suivante : j xe* dx
0

On pose u(x) =x et v'(x) =e”*, donc u'(x)=1 et v(x)=e*

1

1
Alors jxexdx=[x><ex]%—j 1xe*dx
0 0
1

1
Alors j xe*dx = 1e! — 0e° —j e* dx
0 0

1
D’ol jxexdxze—[ex](l)=e—(el—e°)=1
0

Exemple 2 :

e
Calculons l'intégrale suivante : j Inx dx
1

e e
Ona: flnxdxzj 1 X Inx dx
1 1

1
Onpose u(x) =Inx et v'(x) =1, donc u'(x) = < et v(x)=x

e

e e
Alors flnxdx=f 1><lnxdx=[x><1nx]§—f — X xdx
1 1 1 X

e e
Alors f Inx dx = elne — 1In1 — j 1dx
1

1

e
D’ou jlnxdx=e><1—1><0—[x]f=e—(e—1):1
1
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Remarques :
» Avec l'intégration par parties on peut alors calculer des intégrales portant
sur des fonctions dont on ne peut pas facilement déterminer une primitive.

» Cas des fonctions de la forme P(x) X e* :
On prend u(x) = P(x) et v'(x) =e*,ou P estun polyndome.

» Cas des fonctions de la forme P(x) X Inx :
On prend u(x) =Inx et v'(x) = P(x), ou P est un polynome.

Exercice 5 :
Calculer les intégrales suivantes a I'aide d'une intégration par parties :
2 2 9
I =j (x —1)e*dx ; I, =J x*Inx dx ; I3 =j —dx
0 1 1 Vx

III. Calculs d'aires

Dans cette partie, on considere une fonction f continue sur un intervalle [a; b]; et
on note (Cf) sa courbe dans le plan rapporté a un repére orthogonal (0;7; ).

1. Unité d’aire

Définition :
L'unité d'aire ( notée u.a ) est l'aire du Unité d’aire
rectangle défini par les unités des axes. /
S i j lu.a
1u.a=[[T]l x|Ijll
o ¢

2. Calculs d'aires
2.1. cas d'une fonction continue positive

Propriété 1 :

1 1
Soit f une fonction continue et positive sur i i
un intervalle [a; b]. (Cf)
L'aire de la partie du plan délimitée par l'axe \
des abscisses, les droites d'équation x = a et ﬂ\
x = b etla courbe (Cf) est égale a: 0 > i |
i“ i

b
cfl:.[f(x)dx u.a Al
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2.2. Cas d'une fonction continue négative

Propriété 2 :

~
&
>

Soit f une fonction continue et négative sur
un intervalle [a; b].

L'aire de la partie du plan délimitée par l'axe
des abscisses, les droites d'équation x = a et

x = b etla courbe (Cf) est égale a :

b
A = —f(x))dx u.a
| (-r)

2.3. Cas d'une fonction continue changeant de signe

On se rameéne aux cas précédents en découpant l'intervalle [a; b] en sous-intervalles
sur lesquels la fonction garde un signe constant.

Exemple 1 :
Calculons A4 l'aire de la partie du plan comprise entre (Cf) la courbe représentative

1
de la fonction f : x+— 1 — o ,1'axe des abscisses et les droites d'équation x = 1 et

X =e.
1
Puisque: Vx € [1;e] : 1—;20 3
e : r=e
Alors: A4 =f f(x)dx u.a
1
1
Or: jf(x)dxzj (1—;)dx M‘
1 1 1 =3 -2 -1 0 1 2 el 3 4 5
= [x — Inx]{ 5
= (e —Ine) — (1 —In1) L
=e—2 %
donc: Ay =(e—2) u.a - Izl = 117l = 1em

= (e —2) x[ITll < |Ijl

=(e—2) Xx1lcm X 1cm

= (e —2) cm?
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Exemple 2 :
Calculons A, 1'aire de la partie du plan comprise entre (Cf) la courbe

représentative de la fonction f:x — 1 —— ,I'axe des abscisses et les droites
X

1
d'équation x =let x = -

Puisque : VxE[é;l] :1—-<0

x o=

| =t

1
Alors: A, =j1 (—f(x))dx u.a

Or: f;—f(x)dx =j;<—1+%>dx4 ~ ~ -~

= [—x + Inx]

|

o
2
N
w
»
o

)

-1

QR

= (=1 +In1 (1+1 1) i
= ( nl) e e

-3

1 1
=—1—(———1)=—
e e _ _ _ _ |

1
e

2

donc: A, =—u.a=-cm
e

Exemple 3 :
Calculons A5 I'aire de la partie du plan comprise entre (Cf) la courbe

1
représentative de la fonction f:x+— 1 — o 'axe des abscisses et les droites

1
d'équation x = A et x =e.

Ona: cA3=cﬂ1+cA2 ;;;:l‘

1
Donc: Az = (e —2) cm* + zcm2

1 2
= <e +-- 2) cm
e 3 -3 -2 -1 ]

-1
-2

-3
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Exercice 6 :
Dans un repeére orthonormé (0;1;]) avec
lIZ]l = 1cm, on considére la parabole (Cr)
représentant la fonction f définie sur R par:

f@) = 4—x? :

Calculer l'aire A en cm? du domaine du plan
délimitée par la courbe (C;), 'axe des

abscisses et les droites d'équation
x=0et x =3.

2.4. Caleul de L'aire située entre deux courbes
Propriété 3 :
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].

L'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (Cf), la courbe (Cg) et les deux
droites d’équations x = aet x = b est égale a:

b
j If(x) —g(x)|dx u.a

Exercice 7 :
Le plan est rapporté a un repéere
orthonormé (0;7;)) avec ||7]| = 1cm.

Soit f la fonction définie par:
f(x) = cosx et (D) la droite
d’équationy = x + 1.

Calculer I'aire du domaine hachuré
dans la figure ci-contre. /

Exercice 8 :
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0;1;J) avec ||t]| = 2cm.
Soit f et g les fonctions définie sur [0; +oo[ par: f(x) = x? et g(x) = Vx.

1. Tracer les courbes (Cf) et (Cg) dans le repére (0; ;).

2. Calculer, en cm?, I'aire du domaine délimité par (Cf) et (Cg) et les deux droites

d’équationsx = 0et x = 2.
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IV. Calcul de volumes

L’espace est muni d’un repére orthogonal (0;7; J; E)

On appelle unité de volume notée u. v le nombre ||7]| X ||j]| X ||§||

Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], et (Cf) sa courbe représentative
dans le repére (0,7, ). Le volume du solide engendré par la rotation de la courbe
(Cr) autour de I'axe des abscisses un tour complet sur [a, b] est égale a :

b
V= nf (f(x)?dxu.v

Courbe :
|
-
|
|
|
|
|

A ! :

? 1

J—ﬁ

) B H

ky© a b

Solide de révolution engendré par cette courbe :

-
’

-

-

S

O P

L g R
e ————

El
@)

\

R s LT

- -

- -
Il R

-
-
e —_—
-~ -
e e —-- -—————
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Exemple :
Calculons le volume du solide engendré par la rotation de la courbe de la fonction

x ~ sin(x) autour de I'axe des abscisses un tour complet sur I'intervalle [0; 7].

Ona: jnsin2 (x)dx = fﬂ (% - 1cos(Zx)) dx
0

0 2
_[1 1_(2 )]”
= | 5% = 7sin(2x .
_1 O_n
—2" VT3

T 7'[2 .
Donc le volume demandéest: V = nf sin?(x)dx u.v = - X ZI < 1711 % |||
0

Exercice 1 :
1
Soit g la fonction numérique définie sur [0; 1] par: g(x) = Vxe?* .

Calculer le volume du solide engendré par la rotation de la courbe de la fonction g

autour de 'axe des abscisses un tour complet.

Exercice 2 :

On se place dans un repére orthonormé (0;7;J; E) de 'espace d'unité ||7]| = 1cm.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [InZ; In5] par: f(x) = e”, et (C¢) sa courbe

représentative dans le repére (0; ;).

1. Calculer, en cm?, I'aire du domaine D délimité par (Cf), I’axe des abscisses et les

deux droites d’équations x = In2 et x = In5

2. Calculer, en cm?3, le volume du solide de révolution engendré par la rotation de
D autour de I'axe des abscisses un tour complet.
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