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Calcul trigonométrique

I.  Formules de transformations

&  Activité @:
Le plan(P)est rapporté a un repére orthonormé direct (0 i1 j) et (C) le cercle

trigonométrique qui lui est associé.
Soient a et b deux réels. U et U sont deux vecteurs non nuls tels que ||| = ||| = 1 et

(f,_ﬁ) = b[2m] et (7,_1_7’) = a[2m].

1. Déterminer la mesure de 'angle orientée (ﬁf;\i_i) en fonction de a et b.

2. Calculer par deux méthodes le produit scalaire U - U .

3. En déduire que cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb .

4. Montrer que cos(a + b) = cosa cosb —sina sinb.

5. En remarquant que cos (g — x) = sin(x). Montrer que sin(a —b) = sina cosb —

cosa sinb et sin(a+ b) =sina cosb + cosa sinb.
77 Propriété :

Soient a et b deux réels, on a :

o cos(a—b) =cosa cosb + sina sinb;
cos(a+ b) =cosa cosb —sina sinb;
sin(a — b) = sina cosb —cosa sinb ;
sin(a+ b) = sina cosb + cosa sinb.

& Application @ ;

51T T T T T T 51 . 5m T . T
1.Sachant que — = -+ —et — = — — -, calculer cos—, sin—, cos— et sin—.
12 4 6 12 3 4 12 12 12 12
2. Soit x un réel. Montrer que:
. . TT . T
A sinx =sin(x + §) — sm(; —-Xx).
2 Y[
A cosx =cos(x + 5) + cos(g - X).
O Exercice @:

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < g, 0<b< get sin(a) = cos(b) = g

Déterminer a + b.
& Activité @:
Soient a et b deux réels tels que a # §+ kmetb #+ % + km pour tout k € Z.

tana—tanb

1+tana tanb’
tana+tanb

1.-Montrer que si:a — b # §+ km, alors tan(a — b) =

2. Montrer quesi:a+ b # g + km, alors tan(a + b) =
77 Propriété :

1—tana tanb’

Soient a et b deux réels tels que a # g +kmethb # g + km pour tout k € Z.

. Sia—b # 2+ km pour tout k € Z, alors tan(a — b) = -2ne—tanb
2 1+tana tanb

. Sia+b # =+ km pourtout k € Z, alors : tan(a + b) = Miaons oI

2 l1—tana tanb

&  Application @ ;

Soit x un réel tel que x ¢§+ km et x ¢§+ km et x ¢%+ km pour tout k € Z.
. . 5 . T b4

Simplifier ’expression tan (Z - x) X tan (Z + x).
77 Propriété :

Soita unréel, on a :

. cos2a=cos’a—sina= 2cos’a—1=1-2sin’a.
. sin2a=2sinacosa.

2 1+cos2a
. cos?a =

2
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‘ Or puisque

P

-

-

, 2 1—cos2a
° sSin”- a = 2

& Application @ ;
1. Sachant que % =2X g, calculer cos g, sing et tan g.

2. Soit x un réel. Montrer que 1 + cos x + 2 sin? (g) = 2.

3. Soit x un réel tel que x # km pour tout k € Z. Montrer que PLS(’C) = tan (f)

sin(x) 2

II. Transformation de produits en sommes et de sommes en produits

e —
. Transformation de produits en sommes
&  Activité O:
Soient a et b deux réels.
Simplifier les exressions suivantes :
a.sin(a + b) + sin(a — b)
c..cos(a+ b))+ cos(a—b)

77 Propriété :

b..sin(a + b) — sin(a — b)
d..cos(a+ b) — cos(a — b)

Soient a et b deux réels, on a :

. sinacosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)].

. cosasinb = % [sin(a + b) — sin(a — b)].
. cosacoshb = %[cos(a + b) + cos(a — b)].
o sinasinb = %[cos(a + b) — cos(a — b)].

& Application @ ;

1. Calculer cos ( ) cos ( ”) et cos ( ) sin (i;)
2. Soit x un réel. Montrer que sin (x + g) sin (x - g) = — % cos(2x) + i.

2. Transformation de sommes en produits :

Soientaetbdeuxréels,onPosex=a+bety=a—b.0na:a=x+7yetb=%.

. x+ xX— s r oz
On remplace a et b respectivement par Ty et Ty dans la propriété précédente, on

trouve la propriété suivante :
77 Propriété :

Soient x et y deux réels, on a :

. sinx+siny=25in(x;y)cos( y)

. sinx —siny = 2 cos (%) sin (%)

. cosx +cosy = 2cos (%) cos (x;—y)
o cosx —cosy = —2sin (%) sin (x;—y)

& Application @ ;
1. Montrer que sin ( ) + sin (ig) = g.
2. Soit x un réel. Montrer que cos6x — cos 2x = —4sin?2x cos2x.

III. Transformation de lexpresszon acosx + bsinx :

s e S o

Préliminaire :
Soient a et b deux réels tels que (a; b) # (0;0).

Onaacosx+ bsinx =+Va? + b? (\/—bcosx +\/b—bzsinx).
2 2
+| == =1

_a
1/a2+b2




a
oy cosa =
Va2+b2
‘ Donc (3a € R):{ b
S = e

D'ou acosx + bsinx =+va? + b?(cos x cos a + sinx sina).
Par suite a cos x + b sinx = va? + b? cos(x — a).
77 Propriété :

‘ Soient a et b deux réels tels que (a; b) # (0;0), ona:

. a . b
acosx + bsinx =+va? + b? cos(x — a) avec cosa = Jietsma = ;
a2+b? ,fa2+b2

| & Application ®:
Ecrire sous la forme r cos(x — @) les expressions suivantes :
A(x) = cosx + sinx ; B(x) =+v3cosx —sinx ; C(x) =3 cos (Zx —g) — sin(2x = 7).
O Exercice @: ’“i’
‘ On pose 4 = % . |
COSE_SlnE
! 1. Montrer que cos % + sin% =2 sin g
P s . T _ . E
"~ 2 Montrer que cos— — sin— = V2 sin -
3. En déduire la valeur du nombre A.
‘ 4. Déterminer la valeur du nombre tan %
1IV. Equations et inéquations trigonométriques :
77 Propriété :
‘ x=a+ 2kn
. CoOsSx =cosa & ou /k €L
i x =—a+ 2kn
w o x=a+ 2kn _?;
v I sinx =sina © ou /k € Z ]
‘ xX=m—a+2kn
. tanx =tana © x=a+kn /k €EZ

& Application @ ;
1. Résoudre dans [ les équations suivantes :
‘ a. 2cosx —V3=0; I = [-m, 2n].
b. V2sinx+1=0; I =[0,2m].
Ve c. tanx =+3; I =[-m,n].
L d. V3cosx —sinx =+2;1=[-m,n].
‘ 2. Résoudre dans[—n, g] 1’équation V3 cos x — sinx > /2.
O Exercice O:
Soit x un réel. On pose : A(x) = 2v/3 sin? x — sin2x — v/3sinx + cosx.

1. Calculer A (%) et A (g) »@i—

‘ 2. Montrer que (Vx € R): A(x) = 2 cos (x + g) (1 - 2sinx).
sv» 3. a. Résoudre dans R 1’équation A(x) = 0.
= b. En déduire les solutions de 1’équation A(x) = 0 sur ]0,2m] puis représenter les

“*¢ solutions sur un cercle trigonométrique.
‘ 4. Résoudre dans ]0,27] I’équation A(x) > 0.
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   ( P )


   ( O ;   i → ;   j → )


   ( C )


  a


  b


    u →


    v →


   ‖   u → ‖ =  ‖   v → ‖ = 1


   (     i → ;   u → ¯ ) ≡ b  [ 2 𝜋 ]


   (     i → ;   v → ¯ ) ≡ a  [ 2 𝜋 ]


   (     u → ;   v → ^ )


  a


  b


    u → ⋅   v →


    c o s ⁡   ( a − b ) =   c o s ⁡  a     c o s ⁡  b +   s i n ⁡  a     s i n ⁡  b


    c o s ⁡   ( a + b ) =   c o s ⁡  a     c o s ⁡  b −   s i n ⁡  a     s i n ⁡  b


    c o s ⁡   (   𝜋 2 − x ) =   s i n ⁡   ( x ) .


    s i n ⁡   ( a − b ) =   s i n ⁡  a     c o s ⁡  b −   c o s ⁡  a     s i n ⁡  b


    s i n ⁡   ( a + b ) =   s i n ⁡  a     c o s ⁡  b +   c o s ⁡  a     s i n ⁡  b


  a


  b


    c o s ⁡   ( a − b ) =   c o s ⁡  a     c o s ⁡  b +   s i n ⁡  a     s i n ⁡  b ;


    c o s ⁡   ( a + b ) =   c o s ⁡  a     c o s ⁡  b −   s i n ⁡  a     s i n ⁡  b ;


    c o s ⁡   ( a + b ) =   c o s ⁡  a     c o s ⁡  b −   s i n ⁡  a     s i n ⁡  b ;


    s i n ⁡   ( a − b ) =   s i n ⁡  a     c o s ⁡  b −   c o s ⁡  a     s i n ⁡  b


    s i n ⁡   ( a + b ) =   s i n ⁡  a     c o s ⁡  b +   c o s ⁡  a     s i n ⁡  b


      5 𝜋 12 =   𝜋 4 +   𝜋 6


      𝜋 12 =   𝜋 3 −   𝜋 4


     cos ⁡    5 𝜋 12 ,


   sin ⁡    5 𝜋 12


   cos ⁡    𝜋 12


   sin ⁡    𝜋 12


  x


    s i n ⁡  x =   s i n ⁡  ( x +   𝜋 3 ) −   s i n ⁡  (   𝜋 3 − x )  


    c o s ⁡  x =   c o s ⁡  ( x +   𝜋 3 ) +   c o s ⁡  (   𝜋 3 − x )


  a


  b


  0 < a <   𝜋 2


  0 < b <   𝜋 2


    s i n ⁡   ( a ) =   c o s ⁡   ( b ) =  1 3


  a + b


  a


  b


  a ≠   𝜋 2 + k 𝜋


  b ≠   𝜋 2 + k 𝜋


  k ∈   ℤ


  a − b ≠   𝜋 2 + k 𝜋


    t a n ⁡   ( a − b ) =     t a n ⁡  a −   t a n ⁡  b  1 +   t a n ⁡  a     t a n ⁡  b


  a + b ≠   𝜋 2 + k 𝜋


    t a n ⁡   ( a + b ) =     t a n ⁡  a +   t a n ⁡  b  1 −   t a n ⁡  a     t a n ⁡  b


  a


  b


  a ≠   𝜋 2 + k 𝜋


  b ≠   𝜋 2 + k 𝜋


  k ∈   ℤ


  a − b ≠   𝜋 2 + k 𝜋


  k ∈   ℤ


    t a n ⁡   ( a − b ) =     t a n ⁡  a −   t a n ⁡  b  1 +   t a n ⁡  a     t a n ⁡  b


  a + b ≠   𝜋 2 + k 𝜋


  k ∈   ℤ


    t a n ⁡   ( a + b ) =     t a n ⁡  a +   t a n ⁡  b  1 −   t a n ⁡  a     t a n ⁡  b


  x


  x ≠   𝜋 2 + k 𝜋


  x ≠   𝜋 4 + k 𝜋


  x ≠   𝜋 4 + k 𝜋


  k ∈   ℤ


  t a n  (   𝜋 4 − x ) × t a n  (   𝜋 4 + x )


  a


    c o s ⁡ 2 a =     c o s 2 ⁡  a −     s i n 2 ⁡  a =   2     c o s 2 ⁡  a − 1 = 1 − 2     s i n 2 ⁡  a


    s i n ⁡ 2 a = 2   s i n ⁡  a   c o s ⁡  a


      c o s 2 ⁡  a =   1 +   c o s ⁡ 2 a 2


      s i n 2 ⁡  a =   1 −   c o s ⁡ 2 a 2


      𝜋 4 = 2 ×   𝜋 8


     cos ⁡    𝜋 8 ,


   sin ⁡    𝜋 8


   tan ⁡    𝜋 8


  x


  1 +   c o s ⁡  x + 2     s i n 2 ⁡   (   x 2 ) = 2


  x


  x ≠ k 𝜋


  k ∈ ℤ


    1 −  cos ⁡   ( x )   sin ⁡   ( x ) =  tan ⁡   (   x 2 )


  a


  b


    s i n ⁡   ( a + b ) +   s i n ⁡   ( a − b )


    s i n ⁡   ( a + b ) −   s i n ⁡   ( a − b )


    c o s ⁡   ( a + b ) +   c o s ⁡   ( a − b )


    c o s ⁡   ( a + b ) −   c o s ⁡   ( a − b )


  a


  b


    s i n ⁡  a   c o s ⁡  b =  1 2  [   s i n ⁡   ( a + b ) +   s i n ⁡   ( a − b ) ]


    c o s ⁡  a   s i n ⁡  b =  1 2  [   s i n ⁡   ( a + b ) −   s i n ⁡   ( a − b ) ]


    c o s ⁡  a   c o s ⁡  b =  1 2  [   c o s ⁡   ( a + b ) +   c o s ⁡   ( a − b ) ]


    s i n ⁡  a   s i n ⁡  b =  1 2  [   c o s ⁡   ( a + b ) −   c o s ⁡   ( a − b ) ]


    c o s ⁡   (   𝜋 12 )   c o s ⁡   (   5 𝜋 12 )


    c o s ⁡   (   𝜋 12 )   s i n ⁡   (   5 𝜋 12 )


  x


    s i n ⁡   ( x +   𝜋 6 )   s i n ⁡   ( x −   𝜋 6 ) = −  1 2  cos ⁡   ( 2 x ) +  1 4


  a


  b


  x = a + b


  y = a − b


  a =   x + y 2


  b =   x − y 2


  a


  b


    x + y 2


    x − y 2


  x


  y


    s i n ⁡  x +   s i n ⁡  y = 2   s i n ⁡   (   x + y 2 )   c o s ⁡   (   x − y 2 )


    s i n ⁡  x −   s i n ⁡  y = 2   c o s ⁡   (   x + y 2 )   s i n ⁡   (   x − y 2 )


    c o s ⁡  x +   c o s ⁡  y = 2   c o s ⁡   (   x + y 2 )   c o s ⁡   (   x − y 2 )


    c o s ⁡  x −   c o s ⁡  y = − 2   s i n ⁡   (   x + y 2 )   s i n ⁡   (   x − y 2 )


    s i n ⁡   (   𝜋 12 ) +   s i n ⁡   (   5 𝜋 12 ) =    6 2


  x


    cos 6 x ⁡   −  cos ⁡  2 x = − 4 s i   n 2 2 x   c o s 2 x


  a


  b


   ( a ; b ) ≠  ( 0 ; 0 )


  a   c o s ⁡  x + b   s i n ⁡  x =    a 2 +   b 2  (   a     a 2 +   b 2   c o s ⁡  x +   b     a 2 +   b 2   s i n ⁡  x )


     (   a     a 2 +   b 2 ) 2 +    (   b     a 2 +   b 2 ) 2 = 1


   ( ∃ 𝛼 ∈ ℝ ) :  {       c o s ⁡  𝛼 =   a     a 2 +   b 2      s i n ⁡  𝛼 =   b     a 2 +   b 2


  a   c o s ⁡  x + b   s i n ⁡  x =    a 2 +   b 2  (   c o s ⁡  x   c o s ⁡  𝛼 +   s i n ⁡  x   s i n ⁡  𝛼 )


  a   c o s ⁡  x + b   s i n ⁡  x =    a 2 +   b 2   c o s ⁡   ( x − 𝛼 )


  a


  b


   ( a ; b ) ≠  ( 0 ; 0 )


  a   c o s ⁡  x + b   s i n ⁡  x =    a 2 +   b 2   c o s ⁡   ( x − 𝛼 )


    c o s ⁡  𝛼 =   a     a 2 +   b 2


    s i n ⁡  𝛼 =   b     a 2 +   b 2


  r   c o s ⁡   ( x − 𝛼 )


  A  ( x ) =   c o s ⁡  x +   s i n ⁡  x  


  B  ( x ) =  3   c o s ⁡  x −   s i n ⁡  x  


  C  ( x ) =  3   c o s  ( 2 x −   𝜋 3 ) − ⁡     s i n ⁡  ( 2 x −   𝜋 3 )


  A =     c o s ⁡    𝜋 12 +   s i n ⁡    𝜋 12    c o s ⁡    𝜋 12 −   s i n ⁡    𝜋 12


    c o s ⁡    𝜋 12 +   s i n ⁡    𝜋 12 =  2   s i n ⁡    𝜋 3


    c o s ⁡    𝜋 12 −   s i n ⁡    𝜋 12 =  2   s i n ⁡    𝜋 6


  A


    t a n ⁡    𝜋 12


    c o s ⁡  x =   c o s ⁡  𝛼 ⇔  {     x = 𝛼 + 2 k 𝜋   o u    x = − 𝛼 + 2 k 𝜋    / k ∈ ℤ


    s i n ⁡  x =   s i n ⁡  𝛼 ⇔  {     x = 𝛼 + 2 k 𝜋   o u    x = 𝜋 − 𝛼 + 2 k 𝜋    / k ∈ ℤ


    s i n ⁡  x =   s i n ⁡  𝛼 ⇔  {     x = 𝛼 + 2 k 𝜋   o u    x = 𝜋 − 𝛼 + 2 k 𝜋    / k ∈ ℤ


    t a n ⁡  x =   t a n ⁡  𝛼 ⇔ x = 𝛼 + k 𝜋    / k ∈ ℤ


    t a n ⁡  x =   t a n ⁡  𝛼 ⇔ x = 𝛼 + k 𝜋    / k ∈ ℤ


  I


    2 cos ⁡  x −  3 = 0  


  I =  [ − 𝜋 , 2 𝜋 ]


     2 s i n ⁡  x + 1 = 0  


  I =  [ 0 , 2 𝜋 ]


  t a n x =  3  


  I =  [ − 𝜋 , 𝜋 ]


   3  cos ⁡  x −  sin ⁡  x =  2  


  I =  [ − 𝜋 , 𝜋 ]


   [ − 𝜋 ,   𝜋 2 ]


   3  cos ⁡  x −  sin ⁡  x >  2


  x


  A  ( x ) = 2  3     s i n 2 ⁡  x − s i n 2 x −  3 s i n x + c o s x


  A  (   𝜋 6 )


  A  (   𝜋 3 )


   ( ∀ x ∈ ℝ ) :   A  ( x ) = 2   c o s ⁡   ( x +   𝜋 3 ) ( 1 − 2   s i n ⁡  x )


  ℝ


  A  ( x ) = 0


  A  ( x ) = 0


   ] 0 , 2 𝜋 ]


   ] 0 , 2 𝜋 ]


  A  ( x ) > 0

