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Calcul trigonométrique

I.  Rappel
T Activité
) Définir un cercle trigonométrique.
2) Soit (C) un cercle trigonométrique et(O, O_I), O_]))un repére orthonormé direct 1ié au (C)Soit M
. , . o 171
un point de (C) d’abscisse curviligne r
a) Déterminer la valeur de a et k sachant que —w < a < w et k € Z pour que 17?” =a+ 2kn

b) Déduire I’abscisse curviligne principale du point M.
3) Déterminer les abscisses curvilignes principales puis les placer sur (C) :

@) e o) e

4) Simplifier ’expression suivante : A(x) = cos (g - x) + sin(m + x) — 2 sin (g + x) -

3cos(m — x)
II. Formules de transformation

FActivité @
Soit (C) un cercle trigonométrique de centre O et(0, 7, J)un repére orthonormé direct 1ié au (C)

) Les assertions suivantes sont-elles vraies ? en justifiant la réponse

(Vx e R)(Vy € R) ; cos(x +y) = cos(x) + cos(y)

(Vx € R)(Vy € R) ; sin(x + y) = sin(x) + sin(y)
) Soient A et B deux points de (C) d’abscisse curvilignes a et b respectivement
a) Remarquons que (ﬁ) = b — a[2n]. Montrer que 0A.0B = cos(a — b)

b) Ecrire OA et OB dans la base (Z,])

¢) En utilisant I’expression analytique du produit scalaire calculer 04.0B.

d) Déduire que cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

e) Remarquons que a + b = a — (—b) déduire que cos(a + b) = cos(a) cos(b) —
sin(a) sin(b)

f) Remarquons que cos (— — x) = sin(x).
D

o —

éduire que sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) et sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).
Propriété

Soient a et b des nombres réels on a

& cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ; Q sin(a + b) = sin(a) cos(b) +
sin(b) cos(a)

& cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) ; Q sin(a — b) = sin(a) cos(b) —
sin(b) cos(a)

Application @

T

7T T
1) Calculer cos ( 2) et sin ( 2) sachant que Lo.t3
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2) Calculer cos (f—z) et sin (f—z) sachant que % = % - %.

3) Soit x € R ; simplifier les expressions suivantes

A(x) = cos (g + x) + cos (g — x) et B(x) = sin (g + x) —sin (g — x).

& Activité @

Soient a et b des nombres réels tels que

a ¢§+kn/k €Z.b ¢§+kn/k €Z,a+b# +kn/k€let a—b+>+kn/k€el

tan(a)—tan(b) ot tan(a _ b) _ tan(a)+tan(b)

Montrer que tan(a — b) = 7 ol ms 1~tan(a) tan(b)

Propriété @
Soient a et b des nombres réels tels que a # §+ kn/k € Zeth #+ % + kn/k € 7, et

tan(a)—tan(b)

eSia-b#Z+kn/keZonatan(a—b) = :
2 1+tan(a) tan(b)

tan(a)+tan(b)

. s —_—
Sia+b#-+kn/k€Zona tan(a + b) = e Y

Application @

1) Soit x un nombre réel tel que x # 5 + kn/k € Z et x # —~+ kn/k € 7

Simplifier I’expression suivante A = tan G — x) X tan (% + x)

7 7
2) Calculer tan (2) et tan (—n) sachant que = _let—==+4<.
12 12 12 3 4 12 4 3

Propriété @ .
Soita € Ron a

*cos(2a) = cos?’(a) —sin’(a) ; *cos(2a) =2cos*(a)—1 °*cos’(2a)=1-—
2sin’(a)
1+cos(2a)

*sin(2a) = 2cos(a)sin(a) ; *cos’(a) = 5

1-cos(2a)
2

e sin’(a) =

2 tan(a)

esia # -+ kmn/k € Zet2a # =+ kn/k € Z alors tan( 2a) =
2 2 1-tan’(a)

Application @

i i T . T
1) On remarque que 2= 2 X 5 Calculer cos (E) et sin (E)

2) Soit x € R .montrer que 1 + cos(x) + 2 sin? (g) =2
3) Soit x # km/k € Z. Montrer que 1200 — ¢an (g)

sin(x)
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III. Transformation d’un produit en une somme — Transformation

d’une somme en un produit

. Transformation d’un produit en une somme

1
Activité @
Simplifier les expressions suivantes
b) cos(a + b) — cos(a — b) a) cos(a+ b) + cos(a — b)
d) sin(a + b) —sin(a — b) ¢) sin(a + b) + sin(a — b)
Propriété @

Soient a et b deux nombres réels on a
e cosacosh= %[cos(a + b) + cos(a — b)]

e sinasinb = —%[cos(a + b) — cos(a — b)]

sinacosb = %[sin(a + b) + sin (a — b)]

e cosasinb = % [sin(a + b) — sin (a — b)]

Application @

1) Calculer cos ( ) cos ( ;T) et cos (1—”2) sin (%T)
2) Montrer que cos (x + ;) cos (x — g) = cos(x) — %

3) Ecrire sous forme d’une somme les expressions suivantes

(x) = sin(x) sin(3x) sin(5x) et B(x) = cos(x) cos(3x) cos(5x)

A(x
2. Transformations d’une somme en un produit
0)

—-q

nposep=a+betg=a—balorsa="2eth =2

Soient p et g deux nombres réels on a

e sin(p) + sin(q) = 2sin (?) cos (?) ;e sin(p) —sin(q) = 2cos (pzﬂ) sin (%)

e cos(p) + cos(q) = 2 cos (p q) cos (pzq) ; ®cos(p)+cos(q) =—2sin (pzﬂ) sin (%)

Application ®

1) a. Transformer en produit les expressions suivantes A(x) = sin(x) + sin(7x) etB(x) = sin(3x) +
sin(5x)

b. Déduire que A(x) + B(x) = 4 cos(x) cos(2x) sin( 4x)

2) Montrer que sm( ) + sin (i;r) = ?

1V. Transformation de ’expression a cos( x) + b sin( x)

Introduction
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Soient a et b deux nombres réels tels que (a; b) # (0;0)
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On considere I’expression suivante a cos(x) + b sin( x)

i — [ 2 7 _b )
Onaacosx + bsinx a‘+b (mcosx+msmx
2
b ) —1

() + (2=

o
=
Q
=)
o

a
cosa =
Va2 2
Donc 3a € R/ ab+b

sina =
Vva?+b?

D’ou acosx + bsinx =+Va? + b?(cos a cos x + sina sin x).
P

ar conséquent a cos x + b sinx = va? + b? cos(x — a).
Propriété ®

Soient a et b deux nombres réels tels que (a; b) # (0; 0)

Il existe un nombre réel a tel que a cos x + b sinx = r cos(x — a).
Avec r=+va%+b? , cosa =

a . _ b
Vo St Sina = =—s

=
Q
3
IE
S
N

On peut écrire I’expression a cos(x) + b sin( x) sous forme a cos x + b sinx = r sin(x + f8)

b
etcosf =

Avec sinf8 = = —
B va?+b?

a
va?+b?

Exemple

Transformer 1’expression suivante V3 cos(x) + sin( x)
naa=+3 eth=1doncr =VaZ+bhZ =2

O
Donc V3 cos(x) + sin(x) = 2 (g cos(x) + %sin(x)) = 2cos (x - %)

Et aussi V3 cos(x) + sin(x) = 2 (? cos(x) + %sin(x)) = 2sin (x + g)
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Application ®
Ecrire sous forme de r cos(x — a) les expressions suivantes
A(x) = cos(x) + sin(x) ; C(x) = V2 cos(x) + V2 sin(x)
B(x) = cos(x) —\/§sin(x) ; D(x) = V3 cos (Zx—g) — sin (Zx—g)
V. Equations et inéquations trigonométriques
Rappel
_ X =a+ 2knm -
(0] cosx—cosa@{x:_a_l_an /k €Z
o X =a+ 2kn 7
® SlﬂX—SlTld@{x:n_a_l_an /k €Z
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Remarque

Les inéquations trigonométriques se résoudre a I’aide du cercle trigonométrique

Application @

*

*

*

*
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1) Résoudre les équations suivantes dans I’intervalle I

2cosx —V3 =0 I =]-mmn]
V2sinx+1=0 I =]-mmn]
tanx = /3 I =1[0,2m]
V3cosx —sinx =2 = [—m, ]

2) Résoudre dans I les inéquations suivantes :

2cosx—+3>0;1=]-mn]
V2sinx+1<0;1=]-mmn]
cosx>_7ﬁ;l= [0; 27]

(V2sinx +1)(2cosx —V3) =0 I =]-m;n]
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