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[ Cours : Dérivation - 1BACSEG ]

Ce Cours est présenté par le Professeur : Bouyguir Taher

1 Introduction : Notion de vitesse instantanée

Une balle se déplace sur une pente ( voir le figure
ci-contre) de A a B, sachant que AB = 120m.

Dans cette expérience , la balle a parcourue la distance
AB dans At = 60s , alors maintenant on peut calculer
la vitesse moyenne V,, de cette boule . En effet :
Vi = ‘i—’f = % =2m/s. c-a-d : chaque seconde, la balle
parcours 2 meters .

Jusqu’a maintenant les choses sont claire!

On suppose un point C' entre A et B , et un autre point E trés proche de C.

On lance la balle en A (¢ =0 le temps est nul ) , elle arrivera au point C' & un certain moment que 1’on note ¢
, et elle attendra le point E en t + h (voir le figure) , avec h est trés proche de 0 (car la distance entre C' et F
est trés proche ) .

On pose d(t) : la distance que la balle parcours entre A est C et d(t + h) : la distance que la balle parcours
entre A est F.

Alors maintenant on peut calculer la vitesse instantanée V; de la boule au point C' , En effet : V; ~ % =

M , puisque h est infiniment petit, donc on tend h vers 0 et on trouve : V; = limy,_,¢ M

par changement de variable : on pose x =t+ h donc si h tend vers 0 on a : x tend vers t et h = x —t . finalement

on trouve : V; = lim,_4 % ; V; est par définition la dérivée de la fonction d en ¢ .

Voici les grandes lignes qu’on va traiter dans ce cours :

1. Dérivabilité d’une fonction en un point

2. Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche
3. Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
4. Tableau des dérivées usuelles

5. Opérations sur les fonctions dérivables

6. Applications de la dérivation
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2 Dérivabilité d’une fonction en un point a

2.1 Nombre dérivé en un point

Soit f une fonction définie un intervalle ouvert I et a € I.
f@)=f(a) _

On dit que f est dérivable en a s’il existe un réel £ tel que : lim,_,, ===

Le nombre £ est appelé le nombre dérivé de la fonction f en a . Il est noté f/(a) , on écrit :

L lim,_q

= U OF

Exemple :

1. On considere la fonction f: 2+ 22 + z, étudions la dérivabilité de f en a =3

2. On considere la fonction g : x — /3 + x, étudions la dérivabilité de g en a =1

& Solution

f(zaz:g(a) = hmw—»B f(xi:g(g) = hmw—>3 a:2+;3:§2—3 = limw—>3 (Z—?;)_(;‘“l) = hmw—>3(x + 4) =T7eR.

1. On a lim,_,

Alors f est dérivable en 3 est f/(3) =7
m 2

lim,_q =

—ER

2. On a limg,_, W = limg_q % = limg_q —V?’“‘_ V3+1 =
: (V3+2-2)(V/3+z+2) _ 7. 3+z-4 s -1
lima 1 S sy = Mant oy Uaaray = HMem1 oy (Jararg) — HMa—1 \/F+2
Alors g est dérivable en 1 est ¢'(1) =

. 4

2.2 Interprétation géométrique du nombre dérivé

Propriété :

f une fonction dérivable en a.
La droite (T") d’équation : y = f'(a)(xz —a) + f(a) est appelée la tangent de la courbe (Cy) de f au point

d’abscisse a

Exemple :

On considére la fonction f définie sur R par : f(z) =22 +1 .

f est dérivable en 1 en effet :

- . 2 - 2_
£)f ) limgy L

lim, lim,_,, {2=11)
limg 1 m =limg(z+1)=2¢€R.

Alors f est dérivable en 1 est f/(1) = 2.

donc I’équation de la tangent du courbe (Cy) au point A d’abscisse 1 o5

est:y=f"(DN(z-1)+f(1)=2(x-1)+2=2x dot y =2z R R

Déterminer I’équation de la tangent au point d’abscisse a des fonctions suivantes :

a) f(x)=2*+2;a=3 b) g(z)=vV3+x;a=1 c) hz)=\/r;a=4

4
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2.3 Approximation affine locale

Définition :

f une fonction dérivable en a.
la fonction affine : 2 :— f'(a)(z - a) + f(a) s’appelle approximation affine de f au voisinage de a , On écrit

alors : f(z) ~ f'(a)(x - a) + f(a) au voisinage de a.

La fonction f(z) = 2% - x est dérivable en 2 (simple a vérifier) et on a f/(2) =3 .

donc Papproximation de f au voisinage de 2 est la fonction affine : x — 3(x—2)+2 d’ott © —> 32 -4, alors

au voisinage de 2 on a : f(z) ~3x -4

3 Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche

» Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a;a + [ ol r € R*™.

On dit que f est dérivable a droite de a s’il existe un réel ¢; , tel que : lim,_, 4+ W =4 .

Le nombre ¢; est appelé le nombre dérivé de la fonction f & droite en a. Il est noté f(a).

Interprétation géométrique -

Si f est une fonction dérivable a droite au point a , alors sa courbe repré-

sentative (Cy) admet une demi-tangente au point A(a; f(a)) de coefficient
()
directeur f}(a).

L’équation de demi-tangente est donnée par : 1)
y = fo(a)(@—a)+ f(a)
r2a

» Soit f une fonction définie sur un intervalle de type Ja —r;a] ou r € R**.

On dit que f est dérivable a gauche de a s’il existe un réel ¢5 , tel que : lim,, .- W =4y .

Le nombre /5 est appelé le nombre dérivé de la fonction f a gauche en a. Il est noté f;(a).

Interprétation géométrique -
Si f est une fonction dérivable & gauche au point a , alors sa courbe repré-
sentative (Cy) admet une demi-tangente au point A(a; f(a)) de coefficient
directeur fg(a).
L’équation de demi-tangente est donnée par :

y = fo(a)(x—a)+ f(a)

r<a

G 4
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Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I.

La fonction f est dérivable en a si, et seulement si elle est dérivable a droite et & gauche de a, avec fj(a) = f;(a),

et alors : fi(a) = fy(a) = f'(a).

Interprétation géométrique -

& Si f est une fonction dérivable a droite et & gauche & Si f est une fonction dérivable a droite et & gauche
de a telle que fj(a) = f;(a) alors sa courbe représen- de a telle que fj(a) # f,(a) alors f n’est dérivable
tative (Cy) admet une tangente au point A(a; f(a)) en a. on dit que A(a; f(a)) est un point anguleux de
de coeflicient directeur f'(a). (Cy) .

L’équation de la tangente est donnée par :

y=/f"(a)(z-a)+[f(a)

Exemple :

1. On considére la fonction f définie par : f(z) = 22 + |z].

z+x

» Pour la dérivabilité a droite de 0 , on a : lim,_ o+ W = limg o+ =lim, o+ (z+1) =1

Donc f est dérivable a droite de 0 et f7(0) = 1.

» Pour la dérivabilité a gauche de 0 , on a : lim,_,q =lim,_o- =limgo-(z-1) =-1.

Donc f est dérivable a gauche de 0 et f;(0) = -1.

 f@)-f(0)
-0

2
-
x

Et puisque f;(0) # f;(0) alors f n’est dérivable en 0. Par conséquence, la courbe (Cy) admet au point

0(0;0) deux demi-tangentes définies par :
y=1x y=-w
demi-tangente a droite ; demi-tangente a gauche
x>0 <0

2. Etudier la dérivabilité & droite et & gauche en 0 de la fonction g : g(z) = 2% — |z| et interpréter

géométriquement les résultats

Remarque -

e Si fi(a) =0 (resp. fy(a) = 0), alors (Cy) admet une demi tangente horizontale, c-a-d, parallele a I'axe

des abscisses. o Si limg_,,+ W = 400 ou limy_,q- W = +o0 , alors (Cy) admet une demi tangente

verticale au point A(a; f(a)), c-a-d, paralléle & ’axe des ordonnées.
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Application

.

a) f(z)=|r+3|;eta=-3

flx)=a23-2 siz>-1

1. Dans chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité de la fonction f a droite et a gauche au point a
puis définir les demi-tangentes de la courbe (Cy) de la fonction f au point A(a; f(a)) .

b) f(z):|a:2—2x|;eta:2

;eta=-1 d)

f(x)=a2?+2 siz<-1

2. Soit g la fonction définie par : g(x) = Va2 -5z +6

(a) Montrer que : Dy =] — 00;2] U [3;+00[
(b) Etudier la dérivabilité de g & droite en 3 et & gauche en 2.
(c¢) Interpréter géométriquement les résultats de la question b).
2 -1 siz>0

3. Soit h la fonction définie par : h(x) =
23-2r-1 siz<0

(a) Etudier la dérivabilité de h & droite et & gauche en 0.

(b) Interpréter géométriquement les résultats de la question a).

f(z)=2?-3z+1

f(r)=a-2

;eta=3

4 Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle

4.1 Fonction dérivée

On dit que f est dérivable sur I, s’elle est dérivable en tout point de I.
La fonction dérivée de f, est la fonction qui & tout = de I on associe le réel f'(z)

Cette fonction est notée f’

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I.
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1. Soit f la fonction définie sur R* par : f(z) = z/=.

Montrons que la fonction f est dérivable sur R* et déterminons sa fonction dérivée.
& Solution

On a pour tout a € R* :

. f@)-f(a) _ 4 NN RT VBB s (V23 -a3) (V23 +Va3) _
lim,_,, e = lim,_,, === lim,_,, EEA = limg_,, ) (Jeva)

. #3_a3 Ty (z—a)(z®+za+a®) _ 1. z®+zata® _ 3
limg.q (m-a) (VP4 a®) limg (m-a) (VP ada?) lim, ., T2E4580 = SV
Par conséquent, la fonction f est dérivable en tout point a de R* et de plus : f/(a) = $./a.

En résumé la fonction f est dérivable sur R* et on a: (Vo e RY); f/(2) = 2/&

2. Soit g la fonction définie sur R par : g(z) = 2% + 2.
Montrons que la fonction g est dérivable sur R et déterminons sa fonction dérivée.
& Solution
On a pour tout a € R :

(z=a)(z+a)+(z=a) _

2 2
x"—a"+xr—a — hm;c—>a (m_a)

r—a

x2+x—a2—a

g(z)-g(a) _ liqua z?+z—(a’+a)

T-a T—a = hmx_’a

lim,_, =lim,_,

(z—a)(z+a+1)

lim,_,, =lim,,,z+a+1=2a+1.

Par conséquent, la fonction g est dérivable en tout point a de R et de plus : f/'(a) = 2a + 1.

En résumé la fonction g est dérivable sur R et on a : (Vz eR); f'(z) =2z +1

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert [a;b].
On dit que f est dérivable sur [a;b], si elle est dérivable sur U'intervalle ouvert ]a;b[ et dérivable a droite en

a et & gauche en b.

Application

Dans chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité de la fonction f sur U'intervalle I puis définir sa fonction

dérivée f’ sur I'intervalle I :

a) f(z)=5x-2etI=R b) f(x)=a3+2et =R
¢) f(z)=Vr—4etI=]4;+o00[ d) f(z)=a2?+3et I=R
e) f(z)=a2?+3zx+letI=R ) f(z)=vBx+9etI=]-3;+00[
g) f(x) = =5 et T =]2+oo] h) f(z) =2 +2+/T et I =]0;+oo[

S 4
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4.2 Tableau des dérivée usuelles

TABLEAU DES DERIVEE USUELLES

La fonction f Dérivable sur : | La fonction dérivée f’

f(x)=a; (aeR)

R
fx)=az+b; (a,beR) | R fl(z)=a
f(z) =a? R f'(x) =2z
f(z) =a® R /(@) =322
f(@)=a"; (neN") R f'(@) =na™!
f@) =3 R* f'(2)=%
fx)=Vx R** flz) =52

- _ 4

4.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, (n € N*) et (a € R).

On a alors :
a) (f+9)(2) = f'(2) +¢/(x): b) (af)'(x) = af ()
¢) (f(2) xg(2))' = f'(2) -g(x) + (2) - g'(x) 4) (55) = -485% s avee g ne s'amnule pas sur 1
©) (f"(@) =nf'(x)- f(x)" ) (V@) = 5L avee Vo e I f(2) >0
o) (1&))' = LG@)ate)J 1@ ; gyee g ne s'annule pas sur | .

» Tout fonction polynomiale est dérivable sur R.

» Tout fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.

Dans chacun des cas suivants, justifier la dérivabilité de la fonction f sur I , et calculer f’ :

a) f(z)=a3+32% -2 +10;et =R b) f(z) = 5 et I=R
c) f(x)=x+3x;et I=]0;+o00[ d) f(z)=v2x—4; et T =]2;+00]
e) f(z)=(2+2)°;et [=R f) f(r)=-2®-32*+322+1;et =R
g) f(x) =3 +x;et I=]0;+00]
# Solution

1L f(z)=2+32-2+10et I =R .
La fonction f est polynomiale , donc dérivable sur R. De plus on a (Vz € R) :
f(x) = (2®+322 -2 +10) = (23) +3(2?) - 2" + 10" =322 +3x 22 -1 +0 = 322 + 62 — 1 (d’apres le
tableau des fonction usuelles ) Ainsi : (Vo e R); f'(z) = 322 + 62 — 1.

2. f(x)= Tlﬂ et I =R.
On a (Yz eR) : 2% +2 % 0 donc f est bien définie sur R, Alors f est dérivable sur R , on a (Vx e R) :
(@) = () = (o = 2. Ansi = (Vo e R); [(2) = 2

. 4
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r 3

3. f(x)=Vx+3x;et I=]0;+00] .
On sait que la fonction 2 — 3z est dérivable sur R en particulier sur ]0;+oo[, et la fonction z — \/x
est dérivable sur ]0;+oco[ , donc la fonction f est dérivable sur ]0;+oco[ en tant que somme de deux
fonction dérivable sur ]0;+oo[. De plus on a (\13: E]O' +00[)
f'(@) = (Vo +32) = (Vo) + (32)' = 10;+00[); f'(2) = 55 +3

4. f(x) =2z —4; et I=]2;+00[.

Le domaine de définition de la fonction f est Dy =]2;+o0] .

La fonction x — 2x — 4 est dérivable sur R car c’est une fonction polynomiale. Il s’ensuit donc que
f est dérivable en tout point de Dy tel que 2z — 4 > 0. Par conséquence la fonction f dérivable sur

]12; +0o[. De plus, on a (Vx €]2;+00[)

f'(z) = (V2x-4) = éffui 2\/2295__4 = \/21_—4' Par suite (Vz €]2;+00[) : f'(x) = \/21_—4

5. f(z) = (22 +2)%; et I =R.
La fonction f est polynomiale donc dérivable sur R. De plus (VY € R)
f'(z) = (% +2)%) = 5x (2% +2) x (22 +2)* = 5(22 + 0)(2? + 2)* = 10z(2? + 2)*. Ainsi (V2 € R);
f/(z) = 10x(2z? + 2)*.

6. f(x)=-2°-32*+32%+1; et I =R (Facile! voir a))

7. f(x) =2+ /x;et I=]0;+o00].
la fonction  —> L est dérivable sur ]0;+oo[ , et la fonction x — \/z dérivable sur ]0;+oo[ , donc la
fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ en tant que somme de deux fonction dérivable sur ]0; +oo[. De plus

on a (Vx €]0;+o0[)

Fl(@) = (3 + V) = (1) + (V&) = 52 + 57 Ainsi (Vo €]0;+00[); f'(2) = 23 + 5=
& Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f , et calculer f” dans les cas suivants :
a) f(z)=-22%+4da’ -2’ + x; b) f(z) = gy s ¢) f(x) =557
d) f(z) = 3vV22+1; e) f(z)=(3-2%)%; 0 fz) =2t

g) f(x)=Va?+w+1; h) f(x) = ) fz)=VaZ-z;

Proposition

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I , a et b deuc nombres réels avec a # 0.
Soit J l'ensemble des réels = tels que (axz +b) € I. Alors : La fonction f définie par : f(x) = u(ax +b) est

dérivable sur J et de plus : (Vz e J) , f'(x) = au/(ax +b)

4.4 La dérivée seconde

Définition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
Si la fonction dérivée f’ est dérivable sur I , alors elle est admet une fonction dérivée définie sur I qui s’appelle

la fonction dérivée seconde de f et qu’on note f” , On dit qur f est dérivable deux fois sur I.
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On considere la fonction f définie par : f(z) = 2> - 222 + z.
On a pour tout z € R : f/(z) = (2® - 222 + ) =322~ 4w+ 1 et f'(2) = (322 -4 +1) =62 -4
Calculer la dérivée seconde des fonctions suivantes :

a) f(z)=23+322-2+10; b) f(x):ﬁ; ¢) f(z)=+v7+3x;

. 4

5 Application de la dérivation

5.1 Monotonie d’une fonction numérique

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R .
» La fonction f est constante sur I, si et seulement si: (VxeI); f/(z) =0
» La fonction f est croissante sur I, si et seulement si : (VzeI); f/(z) >0

» La fonction f est décroissante sur I, si et seulement si : (Vzel); f'(x) <0

On considere la fonction f définie par : f(x) = 322 — 62. étudions la monotonie de f .

La fonction f est dérivable sur R car polynomiale . De pluson a (Vz € R) : f/(x) = (322 -6z)" = 62-6 = 6(x—1)
. étudions maintenant le signe de f'(x) .

comme 6 > 0, alors le signe de f'(x) est celui de (- 1).

Ona(VzeR):2-120«<=x21<=ze€[l;+00[. donc Vz €[1;+00[; f'(2) 20

et z-1<0<=x<1 < x€]-00;1]. donc Vz €] —o00;1]; f(z) <0

Par conséquent : e La fonction f est croissante sur [1;+oc0[; e La fonction f est décroissante sur |-o0;1];

- 4

Remarque :

& La fonction dérivée est un outil puissant pour étudier la monotonie d’une fonction numérique .
# Pour étudier la monotonie d’une fonction f dérivable sur un intervalle , on calcule la fonction dérivée f’

puis on détermine son signe et on utilise la proposition précédente.

Application :

En utilisant la fonction dérivée, étudier les variations de la fonction f dans chacun des cas suivants :
2) f@)=a®—do 1 b) f(x) = a® - 302+ 2 0) f(x)= gy
3
d) () = 555 ¢) f(z) = (3-2%)°; ) £(2) = e
2 .
) f(x) = Va7~ 2z h) f(@) = ) @) =0V
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5.2 Extrema d’une fonction dérivable sur un intervalle

Proposition :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a un élément de I .
Si f admet un extremum local au point a, alors : f'(a) =0
i (Cy)
|
]
I
1
|
1 T
1 1
/ a :
f |
(%) :
i
]
!
a
f présente un maximum en a f présente un minimum en a J

Remarque :

& La réciproque de la proposition précédente est évidemment fausse comme le montre 2

I'exemple classique f(x) = 2> sur R . Pour cet exemple, on a f'(0) = 0 mais f ne présente

pas un extremum en O .

la condition f’(a) = 0 est donc nécessaire mias pas suffisante pour que la fonction f

présente un extremum en un point a d’un intervalle I.

& Les extremums locaux d’une fonction sont & chercher parmi les zéros de la fonction dérivée.

Si f admet un extremum local au point a , alors la tangente & la courbe (Cy) au point A(a; f(a)) est

horizontale.

4

Proposition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a un élément de I .

Si f’ s’annule en a en changeant de signe, alors f admet un extremum en a.

.

1. Considérons la fonction f définie par : f(z) = x2
On a Dy =R car f est une fonction polynomiale, alors f est dérivable sur R et on : f'(z) = (z*-4x+3) =

2x -4 =2(x - 2), donc le signe de f'(x) est celui de (x —2) , le tableau de signe de f’ est le suivant :

Alors d’aprés le tableau f’ s’annule en 2

—-4r+3.

T

—00 2 +00

en changeant le signe, d’ou f admet un

f'(z)

- 0 N

minimum en 2 qui est : f(2) = -1.

4
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r 3

2. Considérons la fonction g définie par : g(x) = 2° - 3z.
On a D, =R car g est une fonction polynomiale, alors g est dérivable sur R et on :¢'(z) = (2° - 3z)" =
322 -3, étudions le signe de ¢’ :
g'(z)=0+=322-3=0<=2=10ux=-1donc ¢’ sannule en 1 et —1 en changeant le signe , voila

le tableau de variation de g :

x —00 -1 1 +00
g'(z) + 0 - 0 +
@) g(-1) =2 +oo
g(x
—00 9(1) =-2

=2

d’ou la fonction g admet deux extremums locaux

sur R; un minimum local en 1 et qui est g(1) = -2

, et un maximum local en -1 qui est g(-1) =2

. " 4

5.3 Concavité d’une courbe - point d’inflexion

Proposition :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I de R et C'f sa courbe dans un repére orthonormé.
» Si: (Vzel); f’(x) >0 alors On dit que Cf la courbe de la fonction f est convexe sur 1.

» Si: (Vaxel); f(x) <0 alors On dit que Cf la courbe de la fonction f est concave sur 1.

» Si f"(x) s’annule et change le signe en A(a, f(a)) alors le point A est le point d’inflexion de C'f.

Exemple :

On considere la fonction f définie par : f(z) = 2> + 322 — 2 + 10 et C'f sa courbe dans un repére.
Etudier la concavité de C'f
La fonction f est polynomiale , donc dérivable sur R. De plus on a pour tout =z € R

fl(x)=(23+322 -2+10) =322 +6z-1et f'(2) = (322 +6x-1) =62 +6=6(x+1)

FIN DE COURS
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6 Techniques et astuces

Nombre dérivé - Tangente a une courbe

Soit f la fonction définie sur R par :

4/r si0<z<l
f(@) =
22+3 siz>1
1. Montrer que la fonction f est dérivable au point a = 1 en déterminant le nombre dérivé f'(1).

2. Déterminer ’équation de la tangente (") a la courbe (C;) de f au point d’abscisse 1 .

Solution

1. Montrons que la fonction f est dérivable au point a =1 .

e Dérivabilité & droite en 1, on a : limx_,p% limx_,1+% = limx_,1+%
limg e GO _ iy, 122

Par conséquence, la fonction f est dérivable & droite en 1 et fj(1) =2.

e Dérivabilité a gauche en 1, on a : limwﬁl-% = limgg_,l-‘l\gc/_%l_4 = limg_1- 4(;/_51_1) =
. 4(/E-D)(EH) AVE-D) () - 4/E-) 4(z-1) _
[V I G (v I EEV VR B S CE V)

4

: 4
lima- 723 = 721 =
Par conséquence, la fonction f est dérivable a gauche en 1 et fy(1) = 2.

e puisque f;(1) = f;(1) =2, alors f est dérivable en 1 et f'(1) =2

2. L’équation de la tangente (T") & la courbe (Cy) de f au point d’abscisse 1 est : y = f'(1)(z - 1) + f(1)
avec f'(1) =2 et f(1) =4 par suite : (T') : y=2x+2
(.
» Pour montrer qu’une fonction est dérivable en un point a, on peut :
m Appliquer la définition et montrer que : lim,_,, W =/leR
m Montrer que f est dérivable & gauche et a droite et que fj(a) = f,(a).
m Utiliser les opérations sur les fonctions dérivables.

» Dans le cas ou : lim,_,, W = +o00 , f n’est pas dérivable en a et sa courbe représentative admet

une tangente paralléle a ’axe des ordonnées au point M (a; f(a))

S 4
S 4

Fonction dérivée - Variation

1. Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = 42® - 322 + 22 - 3.

(a) Calculer ¢'(x), pour tout x dans R.
(b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
(c) Calculer g(1) et en déduire le signe de g(z).

3

2. Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2* — 23 + 2% - 3z - 6.

(a) Montrer que f'(z) = g(x) , pour tout x dans R.
(

Déterminer le nombre de solution de I’équation f(x) = 0.

(c
(d) Calculer f(-1) et f(2) , en déduire le signe de f(z). 4

)

b) En déduire le tableau de variation de f.
)
)

.
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B |

Solution

1. (a) Calculons ¢'(x), pour tout = dans R.
On a g est fonction polynome de degré 3 donc est dérivable sur R , et (Vz € R) : ¢/(x) = 122% - 62 +2.

(b) Les variation de g , alors étudions le signe de ¢’ :
on a ¢'(r) = 122?62 +2 , le discriminent du trinéme 1222 -6x+2 est A = (=6)?-4x12x2=-60< 0
, donc le trindme 1222 — 6 + 2 est de signe de 12 qui est positive , alors (Yz € R) , ¢’(x) >0 d’ott g
est strictement croissante sur R .

Calculons maintenant les limites en +oco et —oo pour dresser le tableau de variations :

o lim,. i0og(x) = limg.jeoda® — 322 + 22 -3 =
limy 4o 422 = +00 r e +oo
4
o lim,, oog(z) = limg, ooda® — 322 + 22 -3 = 9'(@) -
+00
. 3 _ s . /
lim,_,_o 42° = —co (car 3 est impair). g(z) oo

Le tableau de variation de la fonction g (ci-contre).

(c) g(1)=4-3+2-3=0, on a g est strictement croissante sur R alors :
esiz<lonag(x)<g(l)=g(xr)<0, donc Vze]-o0;1]; g(z)<0.
esiz>lonag(z)2g(l)=g(z)20,donc Ve [l;+00[; g(x) 0.
finalement : g est positive sur [1;+oo[ et négative sur | —oo;1] et g(1) =0

2. (a) Calculons f'(z) .
On a f est fonction polynéme de degré 4 donc est dérivable sur R , et (Vz e R) : f/(x) = (z* - 2% +
22 -3z -6) =42° - 322 + 22 - 3 = g(x).

(b) Déduirons les variations de f.

On a (Vz eR) : f'(z) = g(x) donc le signe de f'(x) est celui de g(z) , d’aprés question 1)c) g est
positive sur [1;+oo[ et négative sur | - oo0;1] et g(1) =0 , alors :

e f'(x) est positive sur [1;+00[ donc f est croissante sur [1;+oo[ .

o f'(x) est négative sur | — co0;1] donc f est décroissante sur | — co;1] .

Calculons maintenant les limites en +oco et —co pour dresser le tableau de variations :

o limy oo f(2) = limyyoo2® =23 + 22 =32 — 6 = limy, 00 2% = +00

e lim, ., o f(z) =limy. o2 — 23 + 2% - 32 - 6 = lim,,_o, 2% = +00 (car 4 est pair).

alors le tableau de variation devient :

T —00 1 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
1) Times T

(¢) Déterminons le nombre de solution de 1'équation f(x) = 0.
D’apres le tableau de variations de f : on a , f(] — o0;1]) = [-8;+0o[ alors chaque nombre dans
[-8;+0o[ a un antécédent dans |- oo; 1] par la fonction f , et puisque 0 € [-8; +oo[ donc Je; €]—00;1]
tel que f(c1) =0, de méme on a f([1;+00[) = [-8; +oo[ et puisque 0 € [-8; +oo[ donc Jeg € [1;+00]
tel que f(c2) =0, d’ou finalement le nombre de solution de ’équation f(z) =0 est deux .

(d) f(-1)=(-D*-(-1)>+(-1)>-3-(-1)-6=0cet f(2)=21-23+22-3.2-6=0. Le signe de f :

d’aprés question précédente on a ¢; = —-1¢€]—o00;1] et cg =2¢€[1;+00][ .

(. 4
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r 3

e commencons par 'intervalle | — oo;1] : f est décroissante sur | — oo;1] alors si z < -1 = f(x) >
f(-1) =0 alors (Vz €] —o0;-1]) f(z) 20 .et si z>-1 = f(z) < f(-1) =0 alors (Vz € [-1;1])
f(z)<0.

e d’autre par dans l'intervalle [1;+oco[ , f est croissante sur cette intervalle alors si 1 <z <2 —
f(x) < f(2) =0alors (Vo e [1;2]) f(z) <0 .etsiaz>2= f(x) > f(2) =0 alors (Vo € [2;+00[)
f(x) 20 . donc comme résumé; sur les intervalles | — oo;—1] et [2;+00[ , f(x) est positive , et sur

Iintervalle [-1;1] , f(z) est négative .

| 4

Fonction dérivée - Variation et Extremums

Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes puis déterminer ses extremums (s’ils existent) :

a) f(x)=23-322+3x b) g(z) =

23
2x-4

Solution

1. Pour la fonction f : on a f est fonction polynéme donc est dérivable sur R , et (Vz € R) : f'(x) =
(23 -32%2+3x) =322 -62+3 =3(x-1)2 puisque (Vx eR) (x-1)2>0et 3 >0 donc (Vz eR) f'(x)>0
alors f est croissante sur R . (les extremums n’existes pas! ).

2. Pour la fonction g : on a D, = R\ {2} donc g est dérivable sur R \ {2} car c’est une fonction

rationnelle. De plus on a pour tout x € R\ {2} :

3 \/ 37 3 ’ 2 3 3 2 3 2
A =z _ (@®)(2z-4)-z"-(2z-4)" _ 3z°(22-4)-2z" _ 623-122%-22> _ 4z (z-3)
g'(x) = (217—4) = (22-4)2 =T 4z T (2242 - (2z-4)2

puisque Yo e R\ {2} : % >0, alors le signe de ¢g'(x) est celui de (z —3) , alors

siz<3= (2-3)<0=g¢'(x) <0 alors g est décroissante sur | - c0;2] U [2;3] .
et siz>3 = (x-3)>0= g'(x) 20 alors g est croissante sur [3;+oo[.

Calculons maintenant la limites aux bornes : en +oo , —oo , 2% et 27

)

2

3
o limy 00 9(7) = liMyioo 57— = My si00 5 = liMy oy oo 577 = +00.

= N

o lim, ., o g(x) =limy, o % =1liMyey 0o &= = liMyo oo 222 = +00.
o lim, o+ g(2) = limg_,o+ 2;”—11 =+o00. (car 2z -4 >0 si x > 2)
o lim, o~ g(x) =lim,_,o- % =—oo. (car 2z -4 <0 si x < 2)

Le tableau de variation de g :

X —00 2 3 +00
9'(z) - - 0 +
+00 +00 +too
9(x) T B (3) —
—00 g

D’apreés le tableau de variations la fonction ¢’ s’annule en 3 en changeant de signe , ainsi la fonction g

admet un minimum local au point 3 qui est : g(3) = %

(G 4
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