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Cours 2 : Dérivation

I- d)em)a(h[zte d’une fonction numérique ( Rappels )
1- le nombre dérivé ; la dérivée

Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de I.

[@-r@ _

% Ondit que f est dérivable en a s’il existe un réel [ tel que : lim,._,, o
Dans ce cas, on appelle [ le nombre dérivé de f en a et on le note f'(a).
% Si f est dérivable en tout élément de I, on dit que f est dérivable sur I.

# Lorsque la fonction f est dérivable sur I, on note f, la fonction dérivée qui a tout x

de I associe son nombre dérivée f'(x).

i
Proposition 1 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de I.
La fonction f est dérivable en a, si et seulement si, elle est dérivable a droite et a
gaucheen aet fj(a) = f;(a).
Proposition 2 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de I.
% Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
% Si f est dérivable sur un intervalle I alors f est continue sur I.
Remarque : y
3% La réciproque de cette proposition est fausse : par exemple, y=wn
la fonction valeur absolue x +— |x| est continue en 0 mais
n’est pas dérivable en 0. 1
% Si f est non continue en a alors f n’est pas dérivable en a. 0 1 *

2- Interprétations
2.1- Interprétation graphique

Proposition 3 :

Lorsque f est dérivable en a, la courbe N (T)

représentative (Cf) de la fonction f admet au f(a)
point A(a; f(a)) une tangente (T) de coefficient
directeur f'(a) dont I'équation est :

(M) :y=f'(a).(x—a)+f(a) 7 ()

g..—-._.-.—-._.-._.




Proposition 4 :

Cours 2 : Dévivation

Si f est dérivable a droite en a (respectivement a gauche), alors la courbe (Cf) adme

une demi-tangente a droite (respectivement a gauche) en a.

f(a)

Proposition 5 :

Si f est continue a droite de a et limx-a

f)-f(a) _

x>a xX—a

+oo

Alors la courbe (C’f) admet une demi-tangente verticale a droite de a.
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1) E— | 10—
1 i 1 | (Cf)
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y fx)—f(a) _ fl)—fla)
m = 400 lim = —
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f(@ fla)f=-===---
3 4 M
S
Y f&x)—f(a) . f)—fla) _
im = — lim = 400
x-a~ X —a x»a~ X —a

Application :

On considére la fonction f définie par: f(x) = Vx* — x

® Montrer que I'ensemble de définition de f est: Dy = |—o0; 0] U [1; +oo].
@ Etudier la dérivabilité de f a gauche en 0 et a droite en 1; puis interpréter

graphiguement les résultats obtenus.
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Cours 2 : Dévivation
2.2- Interprétation numérique
| Proposition 6 :

Lorsqu’une fonction f est dérivable en a, une bonne approximation affine, lorsque x
est voisin de a est :

f) = fl(@).(x —a) + f(a)

Exemple :
f est la fonction définie par: f(x) = vx + 1.
@ Calculez f'(0) puis déterminez I’équation de la tangente de (C’f) au point
d’abscisse 0.
@ Déterminez une fonction affine g, approximation locale de f au voisinage de 0.
® Déduisez des valeurs approchées des nombres : /1,002 et /0,999

3- Dérivées des fonctions usuelles
3.1- Dérivées des fonctions élémentaires

Voici le tableau des dérivées usuelles ainsi que leurs ensembles de définition.

z ) Domaine de La dévivée ' Domaine de
Rt f définition de G if définition de f'
x—a;a€eR R x—0 R
X — X R x—1 R
x—ax+b;ab€eR R xX—a R
x+— x";neN —{1} R x — nx™ 1 R
VE [0; +oo] : 10; +oo]
X —x ; +oo X — — ;400
2Vx
1 1
X — — ]—00; 0[ U ]0; +oo[ X —— ]—00; 0] ou ]0; 4+oo
X X

3.2- Regles de dérivation

u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle et k € R.

Dérivée de la somme (u+v) =u +7
Dérivée du produit par un scalaire (kuw) =k.u
Dérivée du produit (wv) =uv.v+u?v
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Dérivée du quotient

Deérivee de ['inverse

Proposition 7 :

3 Les fonctions polyndmes sont dérivables sur R.
% Les fonctions rationnelles sont dérivables sur tout intervalle ou elles sont définies.

3.3- Signe de la dérivée, sens de variation
Proposition 8 :

Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I. \
3 Si la fonction dérivée f” est nulle sur I, alors la fonction f est constante sur I.

3 Si la fonction dérivée f” est strictement positive ( sauf en quelques points isolés de I
ou elle s’annule ), alors la fonction f est strictement croissante sur I.

3 Si la fonction dérivée f” est strictement négative ( sauf en quelques points isolés de I
Qu elle s’annule ), alors la fonction f est strictement décroissante sur I.

I1- Dérivée de la composée de deux fonctions :

Proposition 9 :

Soient u et v deux fonctions définies respectivement sur les intervalles I et ] tel \
que:u(l)cjJeta€l.

% Siu est dérivable en a et v est dérivable en u(a), alors v o u est dérivable en a et :
(vow)(a) =u'(a) x v'(u(a))
%% Siu est dérivable sur I et v est dérivable sur J, alors v o u est dérivable sur I et, pour

\trout xdel: (vou)(x)=u'(x) X v’(u(x))

Conséquences :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et n € N* — {1}.

3% La fonction u™ est dérivable sur I et (u™®)' = n.u’.u™ 1.

!
3% Siu est strictement positive sur I alors vu est dérivable sur I et (ﬁ) =

Exemple :
Calculons f'(x) et g’ (x) sachant que :

f(x) = (x3 —2x+\/§)6 et g(x) =vx2—4x+9

1HE
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A " III- Dérivée de la fonction réciproque :

Proposition 10 :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et a € I\

% Si f estdérivable en a et f'(a) # 0 alors f ! est dérivable en f(a)etona:

) - i
(fY(f@) = f() |

% Si f est dérivable sur I et f' ne s’annule pas sur I, alors f~1 est dérivable sur
J=f(),etpourtoutxdejona :

(f7H'() =

__
(1)

Exemple :

f est la fonction définie sur I'intervalle I = [—1; +oo[ par: f(x) =vV1+x.
@ Montrer que f admet une fonction réciproque f 1.
@ Calculer f(3) puis déterminer ( f~1)'(2).

Application :

Soit g la fonction définie sur l'intervalle I = [0; +oo[ par: g(x) = x +/x .
@ Montrer que g admet une fonction réciproque g1
@ Calculer g(4) puis déterminer ( g~1)'(6).
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