» Deérivation — Etude de fonctions

1. Nombre derive- Fonction derivee (Rappels)

R

Remarques —Y

& Activité ©:

1. On considére f la fonction définie sur R par f(x) = x* — 2x.

Etudier la dérivabilité de f en —1 puis interpréter le résultat graphiquement.

2. On considére g la fonction définie sur R par g(x) = |x — 1].

e. Etudier la dérivabilité de g a droite et a gauche en 1 puis interpréter les résultats
graphiquement.

b. g est-elle dérivable en 1 ?

‘ 77 Définitions et propriétés :

et

¥
i 7

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et a un point de .
e On dit que f est dérivable cn a s'il existe un réel [ tel que lim LOT@ _

x—a X—a B N
- Lenombre [, noté f'(a) ou% (@), est appelé le nombre dérivé de 1a fonction f en a. ?
‘ - Dans ce cas la courbe de f admet une tangente au voisinage de a d’équation

| y=F@a-a) +f(@.
< | - Lafonction x — f(a)(x — a) + f(a) s'appelle l'approximation affine de
f au voisinage de a.On écrit alors f(x) = f'(a)(x — a) + f(a) au voisinage de a.

‘ e On dit que f est dérivable a droite de a, s'il existe un réel I', tel que chl—t'(} W =1, I?
x>a >
- Lenombre I', noté f;'(a), est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en a. (
- Dans ce cas la courbe de f admet une demi-tangente au voisinage de a d’équation
‘ {3; i {f(a) x—a)+f (a).(On définit de méme maniere la dérivabilité a gauche en a)
O Exemple :
#%* La fonction définie sur | — oo; 1] par f:x = x + 1 + 2v1 — x est dérivable en —3. En
woa o effet : '!%
‘ Ona lim fOLCD _ ppp x-142VT=%
x——3 x+3 x—-3 x+3
— i (x—1+2V1=x)(x—1-2V1-x)
- xfllg (x+3)(x—1-2v1-%x)
— (x—1)*+2(1-x)
- xiﬁlg (x+3)(x—1-2v1-x)
= lim (x+3)(x—1) |2
T xoo3 (x+3)(x-1-2v1-x) »
. . x—1 _ l (w
& =i S RET (

Donc f est dérivable en —3 et la courbe (Cf) admet au voisinage de —3 une tangente
‘ d’équation : y = f'(=3)(x +3) + f(=3) = %x + %

» Donnons une valeur approchée de f(—2.999) :
La fonction affine tangente a (Cf) au voisinage de —3 est g: x +— %x + % '
Ainsi: f(—=2.999) = g(—2.999). g
Or g(~2.999) =~ (~2.999) +Z = 2,0005. ?

Par suite f(—2.999) = 2,0005.
O Remarques :

¥
W ¥ T

; o Si lim% = 0, alors (Cr) admet une tangente horizontale au point A(a, f (a)).
x—a -
‘ e Si f est continue en a et Lim LT @ _ o5 oy 1im L@ +oo, alors (Cr) admet S
x—a x—a x—a x—a )J'I
x>a x<a ?
une demi-tangente verticale au point A(a, f(a)). -

| O Exemple :

LA



]

La fonction définie sur | — oo; 1] par f:x = x + 1 + 2v1 — x n’est pas dérivableen 1 a
gauche. En effet :
Ona lim fOO-f@ _ Jim Xit2vizx

x->1- x-1 x—1~ x—=1

. (x—1+2Vi=x)(x—1-2v1=x)

= xl‘;’?- (x—1)(x—1-2v1-x)
. (x+3)(x—-1)
B x“l{‘— (x-1)(x-1-2v1-x)
.3 = lim —2°__ = 4.
£ xo>1- X—1-2V1—x
» . Parce que liqlx+3 =4 et lir{lx— 1-2v1—x=0 dufaitquex —1<0et
g x-1" x-1"
—2V1—x < Opourtoutx <1.
Donc f n’est pas dérivable en 1 a gauche.
Puisque f est continue en 1 a gauche et liql &J;m = +00, alors (Cr) admet une demi-
x—->1" -
tangente verticale au point A(1,2) dirigée vers le haut.
&  Application @ ;
Etudier la dérivabilité de la fonction f en a puis interpréter graphiquement les résultats
> dans les cas suivants :
P _ _ _l .
“* a. f(x)=x3—xeta=2 b. f(x)ziletazl ¢- f(x‘)— VZx+1eta=—za
* droite.
& Exercice ©:
Vx2+1-1 . =0
On consideére f la fonction définie par f(x) = { x oL :
0 ; SI non
1. Etudier la continuité de f en x, = 0.
2. Etudier la dérivabilité de f en xy = 0. Interpréter graphiquement le résultat.
| A7 Propriété ;
# =] f est dérivable en a si et seulement s’elle est dérivable a droite et & gauche en a et
o fg' @ =f'(a)
‘ O  Graphiquement :
Si fg'(a) # f4'(a), alors (Cr) admet deux demi-tangentes non paralléles au point
A(a, f(a)). Ce point est appelé point anguleux.
Y & Application @:
‘ fx)=vx—-1;0<x<1
On considere f la fonction définie par x2-1
flx) = " ix=>1
1. Montrer que f est continue en 1 .
2. Etudier la dérivabilité de f en 1.
O Remarque :
Fin3 | Si f est dérivable en a, alors elle est continue en a. la réciproque n’est pas toujours vraie.

v O Exemple:

La fonction x +— |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en ce point.
II. Opérations sur les fonctions dérivables-Monotonie d 'une fonction

R e =

77 Propriété :

e Les fonctions polynomiales et les fonctions x — cos(x) et x — sin(x) sont dérivables
sur R.
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o Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son domaine de

définition.
Tableau des fonctions dérivées usuelles :
. . e Domaine de dérivabilité
La fonction f La fonction dérivée f’ de f

x+—a (ka €R) x—0 R
x—ax+b (a€ERetbeER) |x—>a R
x +— x" (n € NY) x — nx"! R

- 1 1 .

| x> = X —= R

:' : X 1x

. X — \/E X — 2z R}
x — cos (x) x — —=sin (x) R
x — sin (x) x — cos (x) R
x — tan (x) x—1+tan?(x) = — ]R\{E+kn/k€]R}

cos?(x) 2

77 Propriété :

e La fonction f + g est dérivable sur I et (f + g)' =f' + g'.
e La fonction Af est dérivable sur I et (Af)" = Af".
e La fonction f X g est dérivablesur I et (f X g)' =f'Xg+f X g'.
e La fonction f™ (n € IN) est dérivable sur I et (")’ = nf’ x f* 1.
z)’ _ ['xg-fxg'

g g%
_r

f?
eSi (Vx €1): f(x) > 0, alors la fonction \/7 est dérivable sur [ et (\/f )’ = 2{/,7.

‘ Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k un réel, on a :

i
o

‘ eSi (Vx € I): g(x) # 0, alors la fonction g est dérivable sur I et (

eSi (Vx €1): f(x) # 0, alors la fonction % est dérivable sur [ et G) =

‘ &  Application O:
1. Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
v () = = () = Vasin(x) + cos(x); g(x) = (x? + 1)°

x2 '’
2. a. Etudier la monotonie de la fonction f ci-dessus.
‘ b. Dresser le tableau de variations de f.
e. En déduire que(Vx e R): -1 < f(x) < 1.
&  Exercice @:
I.  On considére g la fonction définie sur [0; +oo[ par g(x) = xvx — 1.
‘ 1. Etudier la dérivabilité de g a droite en O . Interpréter graphiquement le résultat.
2. Montrer que g est dérivable sur ]0; +oo[ puis calculer sa dérivée.
3. Dresser le tableau de variations de g.
w .. 4.Calculer g(1) puis déduire le signe de g sur [0; +o].

‘ ~ IL. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 2x — 3 + %.

2g(x)
xvVx

1. Montrer que (Vx €]0; +[): f'(x) =

2. Etudier les variations de f.

3. Dresser le tableau de variations de f.

4_En déduire que (Vx €]0; +oo[): f(x) = 3.
‘ II1. Dérivee de la fonction composée :

e —

& Activité @:
"7 Soient f et g deux fonctions définies sur IR par : f(x) = cos(x) ; g(x) = x* — 2x
1. Calculer f’(x) et g’(x) pour tout x € IR.
‘ 2. Calculer f'(x) X g'(f(x)).
3. Soit h(x) = (gof)(x). Déterminer h(x) puis calculer h’(x).
4. Comparer h'(x)et f'(x) X g'(f(x)).
77 Propriété :

-
.

‘ | e Si f est dérivable en un réel a et g dérivable en f(a), alors la fonction composée

o
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gof est dérivable en a et : (gof)'(a) = g'(f(@)) X f'(a).
e Si f est dérivable sur un intervalle I et g dérivable sur un intervalle J tel que f(I) c J,
alors la fonction composée gof est dérivable sur I et de plus, pout tout x € [ :

(gof)' () = g'(f () x f' (x).

O Exemple :
Déterminons la dérivée de la fonction h : x +— cos(\/E) sur |0; +oo].

Pour tout x de ]0; +oo[, on a h(x) = (gof)(x) tel que g(x) = cos(x) et f(x) = Vx.
Comme g est dérivable sur IR et f est dérivable sur |0, +oo[ et que f(]0; +oo[) < IR, alors
la fonction h est dérivable sur ]0; +oo] .

Eton: h'(x) = g'(F(x)) x f'(x) = ‘S;"jf)
& Application @:

, pour tout x de ]0; +oof.

Calculer la dérivée des fonctions f: x +— sin (xz —2x+ 4) et g: x ¥ cos ( 24 )
3 x“+4
1V.Dérivee de la fonction Reciproque :
A7 Propriété : B

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de IR, et a € I.
Si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors la fonction f~1 est dérivable en f(a) et

N 1
(@) =

&  Application ©:

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x3 + x .
1. 1.Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur /R.
2. a. Calculer f(1) .

b. Montrer que f ! est dérivable en 2 puis déterminer (f ~1)'(2).
77 Propriété :

witilr

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de IR.
Si f est dérivable sur I tel que (Vx € I): f'(x) # 0, alors la fonction £~ est dérivable sur

J = f(I).Deplusonapourtoutx € J: (f 1) (x) = .

f )
O Conséquences :

o Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
La fonction x +— 3/x est dérivable sur ]0; +oo] et pour tout x €]0; +oo[: (Vx) = ﬁ«/ﬁ
o Si f une fonction dérivable sur un intervalle I de IR et (Vx € I): f(x) > 0, alors la

fonction x +— '/ f(x) est dérivable sur [ et sa fonction dérivée est donnée par :

n _ fr(x)
VX)) = ax(YF o1

&  Application ©:
1. Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

o f(x)=Vx b. f(x) = Vx3
€. f(x)=7Y1+cos2(x) d. f(x)= Vx? + 2x

2. Al’aide du nombre dérivé, calculer les limites suivantes :

. VxFi-1 (x8+1)(Vad+1)-4
a. lim b. lim
x—0 x x—1 x—1

& Exercice ®:

Soit f la fonction numérique définie sur IR par f(x) = x> — 3x — 3.

1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Soit g la restriction de f sur [1 ;+oo.

o. Montrer que g admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J a déterminer.
b. Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution a et que 2 < a < 3.

N 1
¢. Montrer que : (g~ 1)'(0) = D

gt i o

g

gt i o
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V.Branches infinies (Rappel)

Schéma récapitulatif de l'étude des branches infinies

wigt b7,
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chl_rﬁ fx) =00 » (Cr) admet une asymptote verticale d'équation x = a
[ |
lim f(x) =1 »| (Cr) admet une asymptote horizontale d'équation x = [
s au voisinage de oo
0 (Cr) admet une branche parabolique de direction
lim f(x) = o (%) "| I'axe des abscisses au voisinage de o
x—00 lim — I
e X @ »| (Cr) admet une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées au voisinage de oo
a I
(Cr) admet une branche

o | parabolique de direction la droite
d'équation y = ax au voisinage
de oo

A 4

lim (f(x) = ax)

(Cr) admet une asymptote oblique
d'équation y = ax + b au
voisinage de oo

lim f(x) —(ax +b) =0 [ | y = ax + b est asymptote oblique a (Cr) au voisinage de o

"

wit b7,

~F g

wigt b7
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O Exemple @ :
On considere f la fonction définie sur IR\{—1} par: f(x) = (31__3)22 .
3-2x2 3-2x2
On a hm f(X) - l —+00 (1+ )2 - _2 et hm f(X) - 1 ——00 (1+x)2 - _2 )

Donc la dr01te d’ equatlon y = —2 estune asymptote horlzontale a la courbe (C f) au
voisinage de +oo et —

Etona: 11m flx) = 11 3237

im, (1+x)2 = 400 et llm flx) = 11 Sk +0o0
Donc la dr01te d equatlon x = 2 estune asymptote Vertlcale de la courbe (C f).

O Exemple @ :

On considére g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) = 2x — Vx .
Ona: lim gx) = lim 2x —x = lim Vx(2+vx — 1) = +oo.
X—+00 X—+00 X—>+00

On calcul alors lim M:
xX—+0 X
ona lim 22 = jim 2% im 2 - L =2
x—-+o0 X x—+o00 X xX—+00 Vx
Par suite : 11m f(x)—2x = llm 2x —Vx —2x = lim —/x = —

X—>+00
D’ou la courbe ( g) admet une branche parabolique de direction de la droite d’équation
y = 2x au voisinage de +oo.
&  Application ©:
x2+x-1
x+2

~ On considére f la fonction définie par f(x) =

1. Donner Dy I’ensemble de définition de f.
2. Calculer gcl_r]% f(x) et gcl_r)rzt f(x). Interpréter les résultats.
x<2 x>2

3. a. Vérifier, pour tout x de Dy, que f(x) =x— 1+ :

b. Montrer que la droite d’équation (D):y = x — 1 est une asymptote oblique de (Cf) au
voisinage de +oo et —

5 St




A

d Ws

¥ %

A

¢. Etudier les positions relatives entre la courbe (Cf) et la droite (D).
‘ VI.Concavite d'une courbe - Points d'inflexion :

77 Propriété : e

Soient f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et (Cf) sa courbe
représentative et a € 1.
‘ e Si f" est positive sur l'intervalle I, alors (Cf) est convexe

e Si f" est négative sur l'intervalle I, alors (Cf) est concave.
e Si f"s'annule en a en changeant de signe, alors le point A(a; f (a)) est un point

: d'inflexion de (Cf).
‘ &  Application @ :
2 -
On considere f la fonction définie par f(x) = z ;_:CZ L
Etudier la concavité de (Cf) en précisant les points d'inflexion s'ils existent.
III.  Eléments de symétrie d 'une courbe :

‘ 7. Axe de symétrie .
. 77 Propriété:

Soit f une fonction définie sur un ensemble D et (C f) sa courbe représentative dans un
‘ repére orthonormé.

La droite (4) d'équation x = a (a € R) est un axe de symétrie de la courbe (Cf) si et
(vxeD); 2a—x)€ED
(vx €D); f(Ra—x)=f(x)

seulement si : {

&  Application @ :;
‘ Montrer que la droite (A): x = 1 est un axe de symétrie de la courbe de la fonction f

“*  définie par f(x) = vVx®—2x + 3.

A

2. Centre de symétrie :

W A7 Propriété:

‘ Soit f une fonction définie sur un ensemble D et (C f) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé.

Le point 2(a; b) tel que (a; b) € R? est un centre de symétrie de 1a courbe (Cf) si et
(vxeD); 2a—x)€ED

(Vx€eD); fRa—x)+f(x)=2b

‘ seulement si : {

&  Application Q0@ ;

- = ‘s . e x2+x-1
. On consideére f la fonction définie par f(x) = —

1. Montrer que le point Q(—2; —3) est un centre de symétrie de la courbe de la fonction f

‘ x24x-1

définie par f(x) = 7

2. En déduire qu’il suffit d’étudier f sur | — 2; +oo[.

& Exercice @:
x2+x-1

x+2
1. Donner les coordonnées des points d’intersection de (C f) avec les axes du repére.
2. Etudier les variations de f.
3. Soit g la restriction de f sur [—1; +oo].
Montrer que g admet une fonction réciproque g~1 définie sur un intervalle J a déterminer.
‘ 4. Construire (D):y = x — 1, (Cy) et (Cg—1) dans un repére orthonormé (0,7, 7).

&  Exercice de synthése :

‘ On considere f la fonction définie par f(x) =

wit BT

L. On considére g la fonction définie sur R par g(x) =1 + ﬁ
‘ 1. Calculer liT f(x)et lim f(x).
X—>+0o X—>—00

g

gt i o

g

gt i o
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2. a. Montrer, pour tout réel x, que g'(x) = e

b. Donner le tableau des variations de g .
¢. En déduire, pour tout réel x, que g(x) > 0.
IL. Soit f la fonction qui définie sur R par f(x) = x — 1+ Vx? + 1, et soit (Cf) sa
courbe representative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,7, ).
1. Calculer xl_ﬁnm f(x).

2. Montrer quexl_L;moo f(x) = —1. Interpréter géométriquement le résultat.

3. Montrer que la droite (D): y = 2x — 1 est une asymptote oblique de (Cf) au voisinage
de +oco.

4. o. Montrer, pour tout réel x, que f'(x) = g(x).
b. Dresser le tableau des variations de f.

5. Calculer f(1) puis tracer (Cf).

6. o. Montrer que f admet une fonction réciproque f ! definie sur un intervalle J a
déterminer.

b.Montrer que £~ est derivable en V2 puis calculer (f~1)’ (\/7)
e. Tracer (C f—l) dans le méme repere.
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