Ctude de fonctions

I- Etude des branches infinies (Rappel)

......................... 1
1) L’asymptote horizontale — L’asymptoteverticale . . . . . . « « « « « ¢ ¢ s ¢ o+ & 1
2) L’asymptoteoblique . . . . . . « « v ¢« ¢« ¢ 4 v v s s s s s e e s s e 2
3) Les branches paraboliques ., . . . . . . « ¢ ¢ ¢ v v s s s s bt e e 2
II- Etude de la concavité¢ d’unecourbe . . . . . . . . . . 4 o004 e 00 s e e 4
III- Axe de symétrie —Centre de SYmeEtrie . . . . . « o « « o« o« o o o o o o o s o o o o o s 5

~Prof : Bouyguir Taher~ -

%



Ctude de fonctions

1) Etude des branches infinies (Rappel)

Dans tout ce qui suit fest une fonction numérique de la variable réelle x, et E
(C’f) sa représentation graphique dans un repere orthonormé.

1) L’asymptote horizontale — L’asymptote verticale :

Définition 1 :

On dit que la droite d'équation x = a est une asymptote verticale de (C’f) Si:

lim f(x) =40 ou lim f(x) =400 ou lim f(x)=—-o ou lim f(x)= —co
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Définition 2 :

On dit que la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale de (Cf) Si:

lim f(x) =bou lim f(x)=»b
X——00 X—+00
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M\ |On dit que (C;) admet une branche parabolique dirigée vers I'axe des ordonnées si :
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2) L’asymptote oblique :

Définition 3 :

On dit que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique de (Cf) Si:

xl_i)r_r;f(x) —(ax+b)=0 ou xl_i)r&)f(x) —(ax+b)=0

\,
N

Propriété :
La droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique de (C;) si : N
X X
liml)za(ath) lim&=a(a¢0)
X—>—00 X ou X—+ 00 X
et lim f(x)—ax=>»b et lirJP f(x)—ax=0»b

X—>—00 X—+00

Remarque :

Si la courbe (C’f) admet la droite (A) : y = ax + b comme asymptote oblique,
alors la position de la courbe (Cf) se déduit par le signe de: f(x) — (ax + b).

> Sif(x)— (ax +b) > 0 alors (Cy) estau-dessus de (4).
> Sif(x) — (ax +b) < 0 alors (C;) estau-dessous de (A).

> Sif(x) — (ax +b) = 0 alors () coupe (A).
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3) Les branches paraboliques :

Définition 4 :

/" Soit f une fonction numérique d'une variable réelle telle que : ligrn f(x) =+o0
xX—+00
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lim f(x) =+ im f(x) =+
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Définition 5 :

[ Soit f une fonction numérique d'une variable réelle telle que : ligrn f(x) =100 )
X—>1T 00
On dit que (C’f) admet une branche parabolique dirigée vers I’axe des abscisses si :
X X
lim 29 _ g fim, 22 g
x>+ X Xo—o X /
.  f)
xgrzloof(x) = 400 et xﬁ@m@ =0 xﬁq—loof(X) = fooet xﬁrfooT =0
‘\ ]_)A /
0
xl_lﬁloof(x) = —o0 et xﬁzloo@ =0 xﬁTmf(X) = —0o0 et xﬁrfmg =0
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Définition 6 :
: ﬁoit f une fonction numérique d'une variable réelle telle que : ligrn f(x) = o0 A
X—>1T 00

On dit que (C’f) admet une branche parabolique de direction la droite d’équation

y =ax si:
X X
liml)za(ath) limﬁza(a;tO)
xX—>—oo0 X ou x—>+0co X
et lim f(x)—ax = +too et lir+n f(x) —ax = too
X—>—00 X—+00

Exercice 1 :
Etudiez la nature des branches infinies des graphes des fonctions suivantes :

flx) = 32 ot g(x) = 2x —+/x

(x-1)2

Il) Etude de la concavité d’une courbe :

Définition 7 :
ﬁoit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle . \

» Pour que la courbe (C’f) soit concave sur [, il faut et il suffit que :
Wxel: f'"(x)<0

» Pour que la courbe (C’f) soit convexe sur [, il faut et il suffit que :
WVxeD: f"(x) =0

» Pour que le point Q(a; f(a)) soit un point d'inflexion de la courbe (Cf),
il faut et il suffit que la dérivée seconde f" s'annule en a , et change de
signe de part et d'autre de a.
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(€) convexe

(C f) concave

Q(a; f(a))

A 4

Q point d'inflexion

Exercice 2:
Etudiez la concavité de la courbe (C;) sachantque: f(x) = x3 + x2.

III) Axe de symétrie — Centre de symétrie :

Proposition :

ﬁoit f une fonction et (C’f) sa courbe représentative dans un repere orthogom

» Pour que la droite (D) d’équation x = a soit un axe de symétrie de la courbe (C’f),

il faut et il suffit que pour tout x € Dy :
(2a—x) €EDr et f(2a—x) = f(x)

» Pour que le point Q(a, b) soit un centre de symétrie de la courbe (C’f), il faut et il

suffit que pour tout x € Dy :

\ (2a—x) €Dy et f(2a—x) =2b— f(x)
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Exercice 3:

On considére la fonction f définie par: f(x) = Vx2 + 6x + 5.

Montrez que la droite (D) d’équation x = —3 est un axe de symétrie de (C’f).

Exercice 4 :

3x—1
x42°

On considere la fonction f définie par: f(x) =

Montrez que (1(—2,3) est un point de symétrie de la courbe (C’f).
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Solution des exercices :

Exercice 1:

*®"Ona: x€Df & x—1)2+#0 & x—-1#0 & x=#1 k

D'otu: Df =] — o0, 1[ U 1, +oo.

3—2x2 —2x2
= -9

= = limy,_o —

(x-1)

li — i 3—2x% li -2x2 2
et lmx_)+oof(x) = 1IMy 40 m = lmx_)+007 = —

" Ona: lim,,_o f(x) =1lim,__q

Donc la droite d’équation y = —2 est une asymptote horizontale a la courbe (Cf)
au voisinage de —oo et + co.

3—2x2

" Ona: lim,,_ 4+ f(x) =lim,,_ 4+ Gopz - T

et lim,,_;- f(x) =lim,__4- % = 400
Donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale de la courbe (C’f).
**Ona: x€Df & x=0
D'ou: D = [0,+oo].
= Ona: limy o f(X) =limy 0 2% — VX = lim, 00 VX(2Vx — 1) = 400

et lim,_ % im0 % = limy ;o Zx:/} =lim, e (2 — %) =2

et limy_ 1o (f(x) — 2%) = lim,, 1 0(22 — VX — 2x) = limy 10, —Vx = —00

Donc la courbe (C’f) admet une branche parabolique de direction la droite

| d’équation : y = 2x.

| 4 Exercice 2 :

| Ona: f'(x)=3x2+2x et f"(x)=6x+2

et f"(x)=0 & x=—§
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D’ou le tableau de convexité de la fonction f est:

x —o0 -1/3

1 e %
f I |
@ (€f) concave (€f) convexe E
<
N Point
g d’inflexion
()]

(~31(-)

La courbe (€;) admet un point d’inflexion au point Q (— §'22_7)

Exercice 3 :

En résolvant I'équation: x2 + 6x + 5 = 0, on trouve: x = —=5oux = —1.

On dresse le tableau de signes de : x? + 6x + 5

x — 00 -5 -1
2rets| —— 0 — 0 —

Le domaine de définition de f est: Dy =] — o0; =5] U [—1; + o] .

400

Onad'unepart: x ED; <& (x<-5o0u x=-1)
& (6—x=—-1ou—-6—-x<-5 & (-6—x)€Ds

D’autre part, pour tout x € Df, ona:

f(=6—x)=/(=6—x)2+6(—6—x) +5=+/36+12x + x2 —36 — 6x + 5 = f(x)

Par suite, la droite (D) d’équation x = —3 est un axe de symétrie de (C’f).

Exercice 4 :

Le domaine de définition de f est: Dy = R — {—2}

Ona: x€Df & x#¥-2 & —x#¥2 & —4—x#-2 & (—4—x)€Dy

-12-3x-1 _ 3x+13 _ 6(x+2) 3x-1

et f(—4-x)= = S =6—f(®

—4—x+2 xX+2 x+2 X+

Par conséquent, le point (—2,3) est un centre de symétrie de la courbe (Cf).
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