Fonctions exponentielle

I. Fonction exponentielle neperlenne
s

& Activité ©:
1. Montrer que la fonction f définie par f(x) = Inx admet une fonction réciproque définie
sur I’intervalle | a déterminer.
La fonction réciproque de x = Inx est appelée fonction exponentielle népérienne ct sc
note par exp.
2. Montrer que (Vx € R), exp (x) > 0.
3. a. Calculer In(e?)« In(e) <In(1) et In (eiz) .
b. En déduire exp(2) <« exp(1),exp (0) et exp(—2).
4. a. Tracer (Cyp,) et (Ceyp) sur le repére (0,7,)) .
e. En déduire lim exp(x) et li1n exp(x).
X——00 X—>+00
7. Définition et propriétés
77 Définition :

On appelle fonction exponentielle népérienne, notée exp, la fonction réciproque de la
fonction logarithme népérien Ineton a :
(Vx € R)(Vy €]0; +o0[) ; exp (x) =y & x = In(y).

| r{:r;| —_— = | — oo,
Cexmp

O Notation e*
Soit r un rationnel. On a : In (exp(r)) = r et on sait que In(e”) = rin(e) =r.

. Donc (Vr € Q):In (exp(r)) = In(e").

LA

w

On prolonge cette relation de I’ensemble Q sur I’ensemble R, on aura :
(Vx € R):exp(x) = e*
7 Propriétés :

la fonction exp est continue et strictement croissante sur R.
(Vx € R):e* > 0.

(Vx €]0;+0)(VYy ER) : ¥ = x & In(x) = y.

(Vx €ER) : In (%) = X e (Vx € ]0; +00[) ; ™) = .
(Va € R)(Vb € R): e® >eb:>a>b

(Va € R)(Vb € R):e* =e? = a=b.

|

Application @ :

3e*
2eX+4°
1. Déterminer Dy puis montrer que f est continue sur Dy.
2. Calculer f(0) et f(In(2)).
&  Application @ :

Résoudre dans R :

On considere la fonction f définie par : f(x) =

a. el™* =ex ¥ b. e¥ ¥=1 e. (e¥)?—-3e*+2=0
A (€9)2-3e"+2<0 e (@ 4+ -H20 £ <0
« A7 Propriétés :
Soient a et b deux réelsetr € Q, on a:
o eXty = eXpV¥ o XV = Z_; o e X = eix ° (ex)r = e’

& Application @ :
1. Simplifier les expressions suivantes :

2X 3 03X
oA = e(;;)e4 eB = (ez—x)z X e3x—4 o( = er((ex + e—x)z + (ex _ e—x)Z)
_1-e7*

2. Montrer que : (Vx € R): = oii1 . 11e%

Remarques w_T;
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& Exercice @:
1. Résoudre dans R :

e5% e

_ _ 2 —x+2
a.e*+6e*—-5=0 b.(e’c)15><ex+5=e—4 c. ex_3>ex+
2x+1 -y _
, 2 \ Se + 3e =3
2. Résoudre dans R le systéme {7e2x+1 _de-Y =
2. Limites usuelles :
7 Propriétés :
, x } % . e*-1
e [lime*=+4o e [im e* = e lim =1
xX—+00 X——00 x—-0 X
. ex . ex *
e lim —=+w e lim — =40 (nelN")
x—+o00 X X—+00 X
e limxe*=0 e limx"e*=0 (nelIN")
X——00 X——00
O Exemple :
Calculons lim e* —x = +0
X—+00
. . e* . e*
Ona lime*—x= lim x(—— 1) = 400 car lim — = +oo.
X—+00 X—+0co X x—>+o00 X
&  Application @ ;
Calculer les limites suivantes :
x+4 x2
O lime*—Vx ® lim 2x—1)e™ O limvxe™ @ limex O lim —
x—400 x—+o00 xX—+00 xX—+co x—+00 X°+x+1
) 2x_ ) 2x_q ] x_q ) x3+3x
®lim &1 @limE— O lim : O lim 2xe3* © lim &
x—0 X x>0 e3¥-1 x—+00 €5+1 xX——0o x—>+400 X3—-1

8. Dérivée de la fonction exponentielle népérienne
On pose (Vx € 10, +o0[) f(x) = In (x), donc (Vx € R) f~1(x) = e*.
Et on sait que (Vx € R): (f 1) (x) = d’ou (Vx €R): (e*) = % = e¥,

_r
@Y Z
7 Propriété :

La fonction x > e* est dérivable sur R etona: (Vx € R) : (e*)' = e”.

&  Application & :

xX_
On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x — :x—i , et soit (Cr) sa
représentation graphique sur le repére(0, 1, 7).

1. Montrer que (Vx ER): f(x) =x+ 1 — :::1 et déduire lim f(x).
X——00

2. Montrer que (Vx ER): f(x) =x—1— ex2+1 et déduire linn f(x).
X—>+00

3. Etudier les branches infinies de (Cr) au voisinage de +o0 et —c0.
4. Montrer de f est impaire.

5. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

6. Donner le tableau des variations de f.

7. Tracer (Cf).

77 Propriété :

Si u est une fonction dérivable sur 7, alors la fonction x +— e*™) est dérivable sur /et on a :
(Vx € 1): (e¥®) = ' (x)e*™,

& Application @ :
Déterminer f” dans les cas suivants :

O/ (x) = X2 +3x Of(x) = eX—2In (x+1) ©/(x) = (e2* — ¢™)2 Of(x) = e%/?
7 Corollaire :

Soit u une fonction dérivable sur I .
Les primitives de la fonction x +— u’(x)e*® sur I sont les fonctions x +— e*® + ¢ tel
quec ER.
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& Application @ :
Déterminer I’ensemble des primitives de f dans les cas suivants :
2x+1

O f(x)=2e—e* @ f(x) =€ @ (x2+1)e**3* @ f(x) = pe e
II. Fonction exponentielle de base a (a # 1;a > 0)

N

77 Définition : e N s o

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
La fonction réciproque de x +— log, (x) est appelée fonction exponentielle de base a qui

- est définie sur R et notée par exp,(x) ou a* .

Lre,
|{]..+IA|_ - ] s +.r!:,[

Gy,

Soient x € Ret yER},ona:a* =y e x =log,(y)

_ In(y)
=X = n(a)

< xln(a) = In(y)
= exln(a) =y.

D’ou: a* = e*n(@),
O Exemples :

o 2% =N o VI _ oV2In) — p2V2In(2) o V3 = exin(¥3) = 53

= ez2
O Remarque :

| (vx ER): 1% = 1.

77 Propriétés :

Soient x et y deux réelsetr € Q,on a:

_ 1 _ a*
o XtV = g*a¥ .ax=; .axy=a_y .arx=(ax)r

&  Application ®:
2 3

9ln (3) x gln (4)
Montrer que : ————— = +e.

25 (5)
& Exercice @:

1. Résoudre dans R :
.. (1)"S1 b. 3*>09* e. 10 4+2x10*-3>0

2 4
2. Calculer la dérivée des fonctions f et g telles que f(x) = 2% +2¥+2 ot g(x) = x*.
3. Calculer les limites suivantes :
1 X i 4_.76_2.?6 i 4x_2x 1 X
o. lim (—) b. lim c. lim d. lim (1 + —)
x—+0o \3 x->+00 3% x—=0 X X—+00 X

& Exercice ®:

I. On consideére la fonction g définie sur R par: g(x) = e?* — 2x .

1. Déterminer g’(x) pour tout x de R puis donner le tableau des variations de g.

2. En déduire que pour tout x de R ,g(x) > 0.

II. Soit la fonction f qui définie sur R par: f(x) = In(e®* — 2x) et soit (Cf) sa
représentation graphique sur le repére (0,1, )).

1. &. Montrer que xl_i)moo f(x) = +oo.

2x 2%
b. Vérifier que :% = (e— — 2) (e -2x)

X e2x_2x
AC)

€. Montrer que lim = 0 puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

X——00
2. . Vérifier que (Vx > 0):1 — 6273; > 0 etque 2x + In (1 — e%) = f(x).
b. En déduire que liT f(x) =+
X—+ 00
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o e,
\"a e. Montrer que la droite d’équation (D):y = 2x est une asymptote oblique de (Cf) au

voisinage de +oo .
d. Montrer que (Vx > 0): f(x) — 2x < 0 puis déduire la position relative de (Cf) et

(D) sur [0, +oo].
! z(ezx_l)
3. e. Montrer que (Vx € R): f'(x) = o
b.Donner le tableau des variations de f .
4. Tracer (Cy) et (D) sur le repére (0,1, )).
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