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Remarques

I.  

:

1. Montrer que la fonction 𝑓: 𝑥 ↦
1

𝑥
 admet une primitive sur ]0, +∞[. 

La primitive de 𝑓 sur ]0, +∞[ qui s’annule en 1 est appelée fonction logarithme népérien et 

se note par 𝑙𝑛. 

2. Étudier les variations de la fonction 𝑙𝑛 sur ]0, +∞[ . 

3. Déduire que   ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ∗
+2

∶  𝑙𝑛 (𝑥) > 𝑙𝑛 (𝑦) ⇔ 𝑥 > 𝑦. 

4. Étudier le signe de la fonction ln sur ]0, +∞[ . 
1. 

La fonction est la primitive de la fonction 𝑥 ↦
1

𝑥
  sur ]0, +∞[ qui 

s’annule en 1 , et se note par ln ou Log. 

Le domaine de définition de la fonction 𝑥 ↦ ln(𝑢(𝑥)) est 𝐷 = {𝑥 ∈ ℝ/  𝑢(𝑥) > 0}. 

Application   

Déterminer l’ensemble de définition de la fonction 𝑓 dans les cas suivants : 

                   𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(3𝑥 + 9)                                   𝑓(𝑥) = 𝑙 𝑛 (
𝑥+1

𝑥−2
) 

                   𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥² − 2𝑥)                                 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(|2𝑥 − 1|) 

• La fonction 𝑙𝑛 est continue et strictement croissante sur ]0, +∞[ . 

• ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ∗
+2

∶  𝑙𝑛 (𝑥) > 𝑙𝑛 (𝑦) ⇔ 𝑥 > 𝑦 . 

• ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ∗
+2

∶  𝑙𝑛(𝑥) = 𝑙 𝑛(𝑦) ⇔ 𝑥 = 𝑦 . 

Application 

Résoudre dans ℝ les équations et les inéquations suivantes : 

 𝑙𝑛(𝑥 − 1) = 𝑙𝑛 (2 − 𝑥)   𝑙𝑛(𝑥2 − 2𝑥) = 0  

𝑙𝑛 (2𝑥 − 1) ≥ 𝑙𝑛 (𝑥)  𝑙𝑛 (𝑥2 − 3𝑥 + 3) < 0   

• 𝑙𝑛(𝑥) > 0 ⇔ 𝑥 > 1. 

• 𝑙𝑛 (𝑥) < 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 1. 

Application 

Déterminer l’ensemble de définition de la fonction 𝑓 dans les cas suivants : 

  𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑙 𝑛 𝑥)                              𝑓(𝑥) = √(𝑥 − 2)ln (𝑥) 

Soient a et b deux réels strictement positifs et 𝑟 ∈ ℚ∗ , on a : 

          𝑙𝑛(𝑎𝑏) = 𝑙𝑛(𝑎) + 𝑙𝑛(𝑏)                          𝑙𝑛(𝑎𝑟) = 𝑟 𝑙𝑛(𝑎) 

        𝑙𝑛 (
1

𝑎
) = −𝑙 𝑛(𝑎)                                         𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) = 𝑙𝑛(𝑎) − 𝑙𝑛(𝑏) 

o 𝑙 𝑛(√8) =
1

2
𝑙 𝑛(8) =

1

2
𝑙 𝑛(23) =

3

2
𝑙𝑛 (2) . 

o 𝑙 𝑛 (
3

4
) + 𝑙 𝑛 (

4

3
) = 𝑙𝑛(3) − 𝑙𝑛(4) + 𝑙𝑛(4) − 𝑙𝑛(3) = 0 . 

Application 

1. Simplifier les expressions suivantes 𝐴 = 𝑙𝑛(9) + 𝑙𝑛 √3
3

− 𝑙𝑛(81) et 𝐵 =

𝑙𝑛 (√2 + √2) + 𝑙𝑛 (√2 − √2). 

2. Résoudre dans ℝ l’équation suivante  (𝐸):  𝑙𝑛(𝑥2 − 1) + 2 𝑙𝑛(2) = 𝑙𝑛 (4𝑥 − 1). 

Exercice :

1. Soient 𝑎 et 𝑏 deux nombres de 𝐼𝑅+
∗ . Simplifier le nombre suivant : 
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    𝐴 = ln(𝑎𝑏2) − ln(√𝑎2𝑏53
) + ln (

𝑎

√𝑏
) − ln(√𝑎2𝑏64

). 

2. Résoudre dans ℝ l’équation suivante : 𝑙𝑛(𝑥 − 1) + 𝑙𝑛(𝑥 − 3) = 𝑙𝑛 (3). 

• L’équation 𝑙𝑛(𝑥) = 1 admet une solution unique sur ]0, +∞[ qui se note par 𝑒 (𝑒 ⋍
2,71). 

• Pour tout 𝑟 ∈ ℚ  on a : 𝑙𝑛(𝑒𝑟) = 𝑟. 

Résoudrons l’équation 4𝑙𝑛(𝑥) = 3. 

Soit 𝑥 > 0. On a 4𝑙𝑛(𝑥) = 3 ⇔ 𝑙𝑛(𝑥) =
3

4
 

                                               ⇔ 𝑙𝑛(𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑒
3

4) 

                                               ⇔ 𝑥 = 𝑒
3

4.  

Puisque 𝑒
3

4 > 0,  alors l’ensemble de solutions de cette équation est 𝑆 = {𝑒
3

4}.

Application 

1. Résoudre dans  ℝ l’équation  𝑥² − 4𝑥 + 3 = 0. 

2. En déduire les solutions de l’équation  𝑙𝑛 (𝑥)² − 4𝑙𝑛 (𝑥) + 3 = 0. 

Exercice :

Résoudre dans  ℝ ce qui suit : 

𝑙𝑛2𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 = 0   𝑙𝑛2 (𝑥) + 𝑙𝑛(𝑥) − 6 ≥ 0  

 {
𝑙𝑛𝑥2 + 𝑙𝑛𝑦5 = 16

𝑙𝑛𝑥3 + 𝑙𝑛𝑦3 = 6
   {

𝑥 − 𝑦 = 2             
𝑙𝑛𝑥 + 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛3

   

2. 

     𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥 = +∞                          𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥 = −∞                            𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑙𝑛 (𝑥)

𝑥−1
= 1                           

      𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥
= 0                          𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥𝑛 = 0    (𝑛𝜖𝐼𝑁∗)                  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑙𝑛 (𝑥+1)

𝑥
= 1                      

      𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝑙𝑛𝑥 = 0.                                𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝑛 𝑙𝑛𝑥 = 0    (𝑛𝜖𝐼𝑁∗) 

 Calculons  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥 − 𝑥. 

On a 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥(
𝑙𝑛𝑥

𝑥
− 1) = −∞  parce que  𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥
− 1 = −1. 

Application 

Calculer les limites suivantes : 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥+4

𝑥2  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

√𝑥
  𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑙𝑛𝑥 − √𝑥  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛 (𝑥2+1)

𝑥3  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛 (𝑥2+1)

𝑥
  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
𝑙𝑛 (

𝑥

𝑥+1
)   

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

ln (
𝑥

3
)

𝑥−3
   𝑙𝑖𝑚

𝑥→2−
𝑙𝑛 (2 − 𝑥)   𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
2𝑙𝑛2𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 + 1  

Exercice :

Calculer les limites suivantes : 

  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

2𝑥 − 𝑙𝑛𝑥   𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥2 − 5𝑙𝑛𝑥   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥4(𝑙𝑛𝑥)3 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛2𝑥

𝑥
  𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑙𝑛3𝑥

𝑥2
  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
(

1

𝑥
+ 𝑙𝑛𝑥) 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥+𝑙𝑛𝑥
  𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

ln(2𝑥+3)

𝑥2+1
   𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑙𝑛 (

𝑥2+𝑥+1

3+2𝑥2 ) 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑒

𝑙𝑛𝑥−1

𝑥−𝑒
       𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

2𝑙𝑛2𝑥−𝑙𝑛𝑥

1+𝑙𝑛𝑥
  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑙𝑛(1+2𝑥2−𝑥)

2𝑥
 

3. 𝑥 ↦ 𝑙𝑛𝑥
➢ Tableau de variations : 
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➢ Les branches infinies : 

o On a 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥 = −∞ , alors l’axe des ordonnés est une asymptote verticale de (𝐶𝑙𝑛). 

o On a 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥 = +∞ et 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥
= 0,  alors la courbe (𝐶𝑙𝑛)admet une branche 

parabolique direction l’axe des abscisses . 

➢ Concavité de la courbe de 𝒙 ↦ 𝒍𝒏(𝒙) : 

Pour tout  𝑥 > 0,  on a (𝑙𝑛(𝑥))′′ =
−1

𝑥2 < 0  , alors la courbe (𝐶𝑙𝑛) est concave. 

➢ Représentation graphique de 𝒙 ↦ 𝒍𝒏(𝒙) : 

4. 𝑥 ↦ 𝑙𝑛𝑥

• Si 𝑢 est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 𝐼, alors la 

fonction 𝑓: 𝑥 ⟼ 𝑙𝑛 (𝑢(𝑥)) est dérivable sur 𝐼 et on a : (∀𝑥𝜖𝐼): 𝑓′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
 . 

• si 𝑢 est une fonction dérivable et ne s’annule pas sur l’intervalle 𝐼, alors la fonction 

 𝑓: 𝑥 ⟼ 𝑙𝑛 (|𝑢(𝑥)|)  est dérivable sur 𝐼  et on a : (∀𝑥𝜖𝐼): 𝑓′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
. 

On considère la fonction définie sur ]0, +∞[ par 𝑓(𝑥) = ln(√𝑥).  

Comme la fonction 𝑥 ↦ √𝑥 est dérivable et strictement positive sur ]0, +∞[, alors la 

fonction 𝑓 est dérivable sur ]0, +∞[. 

Et on a : (∀𝑥𝜖]0, +∞[) : 𝑓′(𝑥) =
(√𝑥)

′

√𝑥
=

1

2√𝑥√𝑥
=

1

2𝑥
. 

Application 

1.  Montrer que 𝑓 ↦ 𝑙𝑛 (𝑥2 − 𝑥 + 1) est dérivable sur ℝ puis déterminer sa dérivée. 

2. Déterminer 𝑓’ dans les cas suivants : 

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(√𝑥2 + 4)            𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑙𝑛𝑥)                     𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑙𝑛 (2𝑥−1)
          

Soit 𝑢 est une fonction dérivable et ne s’annule pas sur un intervalle 𝐼. 

Les primitives de la fonction  𝑥 ⟼
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
  sur 𝐼 sont les fonctions 𝑥 → 𝑙𝑛|𝑢(𝑥)| + 𝑐 tel que 

c ϵℝ . 

Déterminons les primitives de la fonction  𝑓: 𝑥 ⟼
𝑥

𝑥2+4
−

1

4𝑥+3
 sur l’intervalle  𝐼 =

]−
3

4
, +∞[. 

On a  𝑓(𝑥) =
1

2
×

(𝑥²+4)′

𝑥2+4
−

1

4
×

(4𝑥+3)′

4𝑥+3
. 

Donc les primitives de la fonction  𝑓 sur  𝐼 = ]−
3

4
, +∞[ sont  𝑥 ⟼

1

2
𝑙𝑛(|𝑥2 + 4|) −
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1

4
𝑙𝑛(|4𝑥 + 3|) + 𝑐 . 

C’est-à-dire  𝑥 ⟼
1

2
𝑙𝑛(𝑥2 + 4) −

1

4
𝑙𝑛(4𝑥 + 3) + 𝑐 où  c ϵℝ . 

Application 

 Déterminer l’ensemble des primitives de 𝑓 dans les cas suivants : 

 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

𝑥2−2𝑥+1
          𝑓(𝑥) =

1

𝑥𝑙𝑛(𝑥)
               𝑓(𝑥) =

𝑥

𝑥+1
             𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛𝑥 

II. 

1. 

Soit 𝑎 un réel strictement positif et différent de 1. 

La fonction logarithme de base 𝑎 est la fonction, notée par 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥), définie sur ]0, +∞[  

par  𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥) =
𝑙𝑛(𝑥)

𝑙𝑛(𝑎)
. 

   𝑙𝑜𝑔𝑒(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥)            𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑎) = 1             𝑙𝑜𝑔𝑎(1) = 0             𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑎𝑟) = 𝑟(𝑟 ∈ 𝑄) 

Pour tout réels strictement positifs 𝑥 et 𝑦 et pour tout 𝑟 ∈ ℚ on a : 

• 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥𝑦) = 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥) + 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑦) . 

•  𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥𝑟) = 𝑟𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥). 

• 𝑙𝑜𝑔𝑎 (
1

𝑥
) = −𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥). 

• 𝑙𝑜𝑔𝑎 (
𝑥

𝑦
) = 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥) − 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑦). 

On a : 𝑙𝑜𝑔1

2

(24) = 4𝑙𝑜𝑔1

2

(2) 

                           = −4𝑙𝑜𝑔1

2

(
1

2
) = −4. 

Application 

  Simplifier le nombre suivant : 𝐴 = 𝑙𝑜𝑔
2
(8) − 𝑙𝑜𝑔

3
(27) + 𝑙𝑜𝑔

5
(

1

125
). 

2. 𝑙𝑜𝑔𝑎

Soit 𝑎 ∈ 𝐼𝑅∗\{1} . 
• Si 𝑎 > 1, alors la fonction 𝑙𝑜𝑔𝑎 est strictement croissante sur ]0, +∞[. 
• Si 0 < 𝑎 < 1,  alors la fonction 𝑙𝑜𝑔𝑎 est strictement décroissante sur ]0, +∞[. 

La fonction 𝑙𝑜𝑔𝑎 est dérivable sur ]0, +∞[ et on a (∀𝑥 ∈]0, +∞[) ∶  𝑙𝑜𝑔′𝑎(𝑥) =
1

𝑥𝑙𝑛(𝑎)
. 

Donc le signe de 𝑙𝑜𝑔′𝑎(𝑥)  dépend du signe de 𝑙𝑛𝑎, ce qui nous amène à discuter deux cas : 

• 𝑎 > 1 ( c.-à-d. 𝑙𝑛𝑎 >  0) • 0 < 𝑎 < 1( c.-à-d. 𝑙𝑛𝑎 <  0)  

  

 

Pour tout réels strictement positifs 𝑥 et 𝑦. On a : 

• Si  𝑎 > 1, alors 𝑙𝑜𝑔𝑎 (𝑥) > 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑦) ⇔ 𝑥 > 𝑦. 

• Si  0 < 𝑎 < 1, alors 𝑙𝑜𝑔
𝑎
(𝑥) > 𝑙𝑜𝑔

𝑎
(𝑦) ⇔ 𝑥 < 𝑦. 

Application 

  Résoudre dans ℝ les inéquations suivantes : 
             𝑙𝑜𝑔1

2

(2 − 𝑥) ≤ 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥 + 4)                        𝑙𝑜𝑔3(2 − 𝑥) ≤ 𝑙𝑜𝑔3(𝑥 + 4) 
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3. 

La fonction logarithme décimal est la fonction logarithme de base 10. Elle est notée log et 

On a  (∀𝑥 ∈]0, +∞[)  ∶ log(𝑥) =
ln(𝑥)

ln(10)
. 

 𝑙𝑜𝑔(1) = 0             𝑙𝑜𝑔(10) = 1            𝑙𝑜𝑔(10𝑟) = 𝑟 ( 𝑟 ∈ 𝑄)  

𝑙𝑜𝑔(0,001) = 𝑙𝑜𝑔(10−3) = −3. 

Application 

Simplifier le nombre suivant : 𝐴 = 𝑙𝑜𝑔(1000) − 𝑙𝑜𝑔(0,0001) + 𝑙𝑜𝑔 (
1

10000
). 

• (∀𝑥 > 0)(∀𝑟 ∈ 𝑄):  𝑙𝑜𝑔(𝑥) = 𝑟 ⇔ 𝑥 = 10𝑟. 

• 𝑙𝑜𝑔(𝑥) > 𝑟 ⇔ 𝑥 > 10𝑟 

• 𝑙𝑜𝑔(𝑥) ≤ 𝑟 ⇔ 0 < 𝑥 ≤ 10𝑟 

Le ph d’une solution aqueuse est 𝑝ℎ =  −𝑙𝑜𝑔 ([𝐻3𝑂+]). Ainsi : [𝐻3𝑂+]  =  10−𝑝ℎ. 

Application 

Résoudre dans IR l’équation  (𝐸): log(𝑥 + 11) + log(𝑥 − 4) = 2 . 

Soit 𝑓 la fonction numérique définie sur [0 ; +∞[ par {
𝑓(𝑥) = 𝑥4(𝑙𝑛𝑥 − 1); 𝑥 > 0

𝑓(0) = 0                               
 et (𝐶) 

sa courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂; 𝑖, 𝑗) (unité : 1cm). 

1. Calculer 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) puis déterminer la branche infinie de (𝐶) au voisinage de +∞. 

2. a. Montrer que 𝑓 est continue à droite en 0. 

b. Etudier la dérivabilité de 𝑓 à droite en 0 puis interpréter le résultat géométriquement. 

3. a. Montrer que 𝑓′(𝑥) = 2𝑥3(𝑙𝑛𝑥 − 1)(2𝑙𝑛𝑥 − 1) pour tout 𝑥 de l’intervalle ]0 ; +∞[. 
      b. Dresser le tableau de variations de 𝑓. 

4. a. Sachant que  𝑓′′(𝑥) = 2𝑥2(6𝑙𝑛𝑥 − 5)𝑙𝑛𝑥  pour tout 𝑥 de l’intervalle ]0 ; +∞[, 
étudier le signe de 𝑓′′(𝑥) sur ]0 ; +∞[. 
b. Déduire que la courbe (𝐶) admet deux points d’inflexion dont on déterminera les 

abscisses. 

5. a. Construire (𝐶) dans le repère (𝑂; 𝑖, 𝑗) (on prend : √𝑒 ≈ 1,6 et 𝑒2 ≈ 7,2). 

b. En utilisant la courbe (𝐶), déterminer le nombre de solutions de l’équation 

𝑥2(𝑙𝑛𝑥 − 1) = −1. 

6. On considère la fonction 𝑔 définie sur 𝐼𝑅 par 𝑔(𝑥) = 𝑓(|𝑥|). 

a. Montrer que la fonction 𝑔 est paire. 

b. Construire (𝐶𝑔) la courbe représentative de 𝑔 dans le même repère (𝑂; 𝑖, 𝑗). 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

  


