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 I. Le produit scalaire de deux vecteurs  dans l’espace 

 1. Le produit scalaire de deux vecteurs dans l’espace 

Définition 1 : 

Soit 𝑢   et 𝑣  deux vecteurs de l’espace, et soient A, B et C trois points l’espace tels que : 

𝑢  =           et  𝑣 =           

Le produit scalaire de 𝑢   et 𝑣  dans l’espace est le produit scalaire de          par          

dans le plan      , noté  𝒖   . 𝒗    . 

Remarques :  

1.  𝑢  . 𝑣  est un nombre réel définit par : 

  Si  𝑢  = 0    ou  𝑣 = 0  , alors   𝑢  . 𝑣 = 0  

  Si 𝑢  ≠ 0    et  𝑣 ≠ 0  ,  

alors 𝑢  . 𝑣 =         .         =  H      .           

où H est le projeté orthogonal de C  

sur la droite     .  

c.à.d.   𝑢  . 𝑣 =         .         =  H      si :            et   H        ont le même sens 

et  𝑢  . 𝑣 =         .         =   H      si :           et   H        ont un sens contraire 

  
 

2. Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan sont aussi vraies dans 

l’espace. 

Définition 2 :  

Soit 𝑢   et 𝑣  deux vecteurs de l’espace. 

On appelle produit scalaire de 𝑢   par 𝑣 , noté 𝑢  . 𝑣 , le nombre réel définit par : 

   𝑢  . 𝑣 = 0, si l'un des deux vecteurs 𝑢   et 𝑣  est nul 

   𝒖   . 𝒗   = ‖𝒖   ‖  ‖𝒗   ‖  𝐜𝐨𝐬(𝒖   . 𝒗   ̂ ), dans le cas contraire.  
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Application 1 :  

Soit ABCDEFGH un cube de côté 𝑎.  

Calculer les produits scalaires suivants : 

        .                    .                    .  H                  .  H        et          .  G       

 2. Vecteurs orthogonaux 

Définition 3 : 

On dit que les vecteurs 𝑢   et 𝑣  sont orthogonaux dans l’espace si :  𝒖   . 𝒗   = 𝟎,  

et on écrit :   𝑢  ⊥ 𝑣 . 

 3. Produit scalaire et norme 

Définition 4 : 

Soit 𝑢   un vecteur de l’espace et A et B deux points tels que :  𝑢  =         . 

La norme du vecteur 𝑢  , notée ‖𝑢  ‖ est la distance AB. 

‖𝒖   ‖ = √𝒖    𝟐 = √𝒖   . 𝒖      et    𝑢   2 = ‖𝑢  ‖ 2 =   2 

Propriétés : 

Pour tous vecteurs 𝑢  , 𝑣  et 𝑤    de l’espace et tout réel 𝑘, on a : 

   𝑢  . 𝑣 = 𝑣 . 𝑢   𝟐  𝑢  .  𝑘𝑣  =  𝑘𝑢   . 𝑣 = 𝑘 𝑢  . 𝑣   

   𝑢  .  𝑣 + 𝑤    = 𝑢  . 𝑣 + 𝑢  . 𝑤        𝑢  + 𝑣  2 = 𝑢  2 + 2𝑢  . 𝑣 + 𝑣 2 

    𝑢   𝑣  2 = 𝑢  2  2𝑢  . 𝑣 + 𝑣 2     𝑢  + 𝑣  .  𝑢   𝑣  = 𝑢  2  𝑣 2 

   ‖𝑢  ‖ = 0      ⟺        𝑢  = 0      ‖𝑘𝑢  ‖ = |𝑘|‖𝑢  ‖ 

   ‖𝑢  + 𝑣 ‖ ≤ ‖𝑢  ‖ + ‖𝑢  ‖  𝟎  |𝑢  . 𝑣 | ≤ ‖𝑢  ‖  ‖𝑢  ‖ 

    𝑢  . 𝑣 =
1

2
 ‖𝑢  ‖2 + ‖𝑢  ‖2  ‖𝑢   𝑣 ‖2   𝟐  𝑢  . 𝑣 =

1

2
 ‖𝑢  + 𝑣 ‖2  ‖𝑢  ‖2  ‖𝑣 ‖2  

     i  ,   et   trois points de l’espace, alors           .         =
1

2
   2 +   2    2  

 

Application 2 :  

Soit 𝑢   et 𝑣  deux vecteurs de l’espace tels que :   ‖𝑢  ‖ = 3 et  ‖𝑣 ‖ = √3  et  𝑢  . 𝑣 =  5 

1. Calculer   𝑢  + 𝑣   2 , puis en déduire  ‖𝑢  + 𝑣 ‖. 

2. Calculer   𝑢  + 2𝑣     𝑢  + 𝑣    . Que peut-en déduire ? 
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 4. Repère orthonormé -Base orthonormée de l’espace 

 oit O un point de l’espace. On pose :   𝑖 = OI       et 𝑗 = OJ      et 𝑘  = OK        

Définition 5 :  

On dit qu’un triplet (𝑖  𝑗  𝑘  ) de vecteurs dans l'espace est une base orthonormée si 

et seulement si les vecteurs  𝑖  et 𝑗  et 𝑘   sont :  

  non coplanaires  

  normés   ( ‖𝑖 ‖ = ‖𝑗 ‖ = ‖𝑘  ‖ = 1 ) 

  orthogonaux deux à deux  ( 𝑖 . 𝑗 = 𝑖 . 𝑘  = 𝑗 . 𝑘  = 0 )  

Définition 6 :  

On dit que (𝑂 𝑖  𝑗  𝑘  ) est un repère orthonormé dans l'espace et seulement si 

(𝑖  𝑗  𝑘  ) est une base orthonormée. 

Exemples : 

La figure représente un cube dans les trois cas. 

Base Base orthogonale Base orthonormale 

 
 

 

Coordonnées d'un vecteur relativement à une base :  

Si (𝑖  𝑗  𝑘  ) est une base orthonormée et 𝑢   un vecteur de l'espace, 

alors il existe un triplet unique  𝑥 𝑦 𝑧  de réels tel que :  𝑢  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘  . 

Ce triplet  𝑥 𝑦 𝑧  est appelé coordonnées du vecteur relativement à la base (𝑖  𝑗  𝑘  ). 
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Voyons maintenant comment exprimer le produit scalaire dans l'espace à l'aide 

des coordonnées des vecteurs. 

 5. Analytique du produit scalaire dans l'espace 

Dans tout ce qui va suivre :  (𝑖  𝑗  𝑘  ) est une base orthonormée. 

Soient :  𝑢  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘    et  𝑣 = 𝑥′𝑖 + 𝑦′𝑗 + 𝑧′𝑘    deux vecteurs de l'espace. 

On a    𝑢  . 𝑣 = (𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘  ). (𝑥′𝑖 + 𝑦′𝑗 + 𝑧′𝑘  )  

= 𝑥𝑥′ 𝑖  2 + 𝑦𝑦′ 𝑗  2 + 𝑧𝑧′ 𝑘   2              car    𝑖 . 𝑗 = 𝑖 . 𝑘  = 𝑗 . 𝑘  = 0 

= 𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ + 𝑧𝑧′                               car    ‖𝑖 ‖ = ‖𝑗 ‖ = ‖𝑘  ‖ = 1 

On a donc la propriété suivante : 

Propriété 1 :  

   Dans une base orthonormée, on considère deux vecteurs 𝑢   𝑥 𝑦 𝑧  et 𝑣  𝑥′ 𝑦′ 𝑧′  

alors :   𝒖   . 𝒗   = 𝒙𝒙′ + 𝒚𝒚′ + 𝒛𝒛′  et  ‖𝒖   ‖ = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 

  Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé, soient A et B deux points de 

coordonnées respectives    𝑥A 𝑦A 𝑧A  et   𝑥B 𝑦B 𝑧B   

alors : 𝐀𝐁 = √ 𝒙𝐁  𝒙𝐀 
𝟐 +  𝒚𝐁  𝒚𝐀 

𝟐 +  𝒛𝐁  𝒛𝐀 
𝟐  

Application 3 :  

On consid re les vecteurs  𝑢   1 5  1  et  𝑣   5 1 0  et  𝑤   =
1

2
 𝑖  

√3

2
 𝑘  . 

1. Est-ce que les vecteurs 𝑢   et 𝑣  sont orthogonaux ? 

2. Calculer la norme du vecteur 𝑤   . 

Application 4 :  

On considère les vecteurs  𝑢   3  2 1   et  𝑣  2 1 0 . 

Calculer :  cos(𝑢  . 𝑣 ̂) 

 6. L'ensemble des points dans l'espace tel que :  𝒖   . 𝐀𝐌       = 𝒌 

Propriété 2 : 

Soit 𝑢   𝑎 𝑏 𝑐  un vecteur non nul et   𝑥A 𝑦A 𝑧A  un point de l’espace et 𝑘 ∈ ℝ.  

L’ensemble des points M 𝑥 𝑦 𝑧  dans l'espace tel que : 𝒖   . 𝐀𝐌       = 𝒌  est un plan  𝒫  

d’équation qui s’écrit sous la forme :  𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 + 𝒅 = 𝟎  

Cette équation est appelée équation cartésienne du plan  𝒫 . 
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Preuve :  

On a   M        𝑥  𝑥A 𝑦  𝑦A 𝑧  𝑧A   et  𝑢   𝑎 𝑏 𝑐  

 M       . 𝑢  = 𝑘     ⟺      𝑎 𝑥  𝑥A + 𝑏 𝑦  𝑦A + 𝑐 𝑧  𝑧A = 𝑘 

 ⟺      𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧   𝑎𝑥A + 𝑏𝑦A + 𝑐𝑧A + 𝑘 = 0  

L’ensemble des points dans l'espace tel que :  𝑢  .  M       = 𝑘  est un plan d’équation qui 

s’écrit sous la forme    𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  avec   𝑑 =   𝑎𝑥A + 𝑏𝑦A + 𝑐𝑧A + 𝑘   

Application 5 :  

Soit 𝑢    4 5 1  un vecteur et   1 2  3  un point de l’espace. 

Déterminer l’ensemble  𝒫  des points M 𝑥 𝑦 𝑧  dans l'espace tel que : 𝑢  .  M       =  2 

 7. Équation cartésienne d'un plan définit par un point et un 
vecteur normal 

Définition 7 :  

Un vecteur non nul 𝑛   est dit normal au 

plan  𝒫  si, pour tous points   et M de  𝒫 , 

on a : 𝑛  .  M       = 0 

Remarque :  

Il existe une infinité de vecteurs normaux à 

un plan : ce sont tous les vecteurs 

colinéaires au vecteur 𝑛  . 

Propriété 3 : 

Un vecteur est normal à un plan, si et seulement si, il est orthogonal à deux 

vecteurs non colinéaires de ce plan. 

Remarque :  

Cette propriété va nous permettre 

d'une part de vérifier facilement qu'un 

vecteur est normal à un plan et, d'autre 

part, de déterminer les coordonnées 

d'un vecteur normal à un plan. 

Exemple :  

Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal à un plan dirigé par 𝑢   2  1 3  

et 𝑣  4 0 2  
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Solution : 

Ces deux vecteurs ne sont clairement pas colinéaires : une coordonnée est nulle 

pour l'un mais pas pour l'autre. 

On note 𝑛   𝑥 𝑦 𝑧 . 

Puisque 𝑛   est normal au plan dirigé par 𝑢   et 𝑣 , alors :  𝑛  . 𝑢  = 0  et  𝑛  . 𝑣 = 0. 

On obtient ainsi les deux équations :  2𝑥  𝑦 + 3𝑧 = 0  et  4𝑥 + 2𝑧 = 0 

À l'aide de la deuxième équation, on obtient :  𝑧 =  2𝑥  

On remplace dans la première : 

2𝑥  𝑦 + 3𝑧 = 0     ⟺     2𝑥  𝑦  6𝑥 = 0     ⟺     4𝑥  𝑦 = 0     ⟺     𝑦 =  4𝑥   

On choisit, par exemple 𝑥 = 1 et on trouve :  𝑦 =  4  et  𝑧 =  2 

Ainsi : un vecteur normal au plan dirigé par les vecteurs 𝑢   et 𝑣  est  𝑛   1  4  2  

On vérifie :    𝑛  . 𝑢  = 1  2 +   4    1 +   2  3 = 2 + 4  6 = 0  

et   𝑛  . 𝑣 = 1  4 +   4  0 +   2  2 = 4 + 0  4 = 0. 

Application 6 :  

Deux cubes d'arête 1, sont disposés comme indiqué sur la figure. 

M est le milieu du segment [GK]. 

L’espace étant rapporté au rep re (                     E      ) 

 .Montrer que       L       2  1 1 , FM       ( 
1

2
 1 0)  et FI     1 0  1 . 

2. La droite (DL) est-elle perpendiculaire au plan (FMI) ? 
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Propriété 4 :  

Soient 𝑎 et 𝑏 et 𝑐 des réels quelconques non tous nuls.  

L'ensemble  𝒫  des points M 𝑥 𝑦 𝑧  tel que : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  est un plan 

dont un vecteur normal est  𝑛   𝑎 𝑏 𝑐 . 

Exemple :  

On considère le plan  𝒫  d'équation :  4𝑥  2𝑦 + 3𝑧  1 = 0.  

  Un vecteur normal à ce plan est :  𝑛   4  2 3 .  

  Le point    0 7 5  appartient au plan car : 

4  0  2  7 + 3  5  1 = 0  14 + 15  1 = 0 

Application 7 :  

Déterminer une équation du plan  𝒫  passant par   3  2 1  et dont un vecteur 

normal est  𝑛   4  1 7 . 

 8. Positions relatives de deux plans 

Propriété 5 : 

Soient :   𝒫   𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  et   𝒫′   𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′𝑧 + 𝑑′ = 0  deux plans 

dans l’espace, et 𝑛    et  𝑛′     deux vecteurs normaux respectivement à  𝒫  et  𝒫′  

   Les plans  𝒫  et  𝒫′  sont parallèles ssi 𝑛   et 𝑛′     sont colinéaires 

   Les plans  𝒫  et  𝒫′  sont sécants ssi 𝑛   et 𝑛′     sont non colinéaires 

   Les plans  𝒫  et  𝒫′  sont perpendiculaires ssi 𝑛   et 𝑛′     sont orthogonaux 
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Application 8 :  

On considère les plans  𝒫  et  𝒫′  d'équations :  

 𝒫   2𝑥  4𝑦 + 𝑧 + 1 = 0  et  𝒫′   𝑥 + 𝑦 + 2𝑧  3 = 0 

1. Montrer que :   𝒫 ⊥  𝒫′  

2. Déterminer l'équation cartésienne du plan  𝑄  parallèle au plan  𝒫  passant par 

le point   1  1 1    

 9. Distance d'un point à un plan 

Propriété 6 :  

Soient :   𝑥A 𝑦A 𝑧A  un point et 

 𝒫   𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  un plan 

dans l’espace et H est le projeté 

orthogonal de A sur le plan  𝒫 . 

La distance du point A au plan  𝒫  est 

la distance AH, et on a :  

𝒅(𝐀  𝓟 ) =
|  𝒙𝐀 + 𝒃𝒚𝐀 + 𝒄𝒛𝐀 + 𝒅|

√ ² + 𝒃² + 𝒄²
 

Remarque :  

Pour tout point M du plan  𝒫 , on a :  𝑑(   𝒫 ) ≤  M. 

Application 9 :  

On considère le plan  𝒫  d'équation :  4𝑥 + 2𝑦 + √5𝑧  14 = 0  

et les points  ( 1 2 √5) et   3 1 0  . 

Calculer les distances :  𝑑(   𝒫 )  et  𝑑(   𝒫 ). 

Application 10 :  

On considère le plan  𝒫  d'équation :  𝑥 + 2𝑦  𝑧  1 = 0 

1) Les points A(1;1;2) et B(2;1;1) appartiennent-ils au plan  𝒫  ? 

2) Calculer la distance AB puis les distances de ces deux points A et B au plan  𝒫 . 

3) Le point A est-il le projeté orthogonal de B sur le plan  𝒫  ? 
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 II. Étude analytique de la sphère    

 ans tout ce qui va suivre, l’espace  ℰ  est muni d’un rep re orthonormé (𝑂 𝑖  𝑗  𝑘  ). 

 1.  éfinition d’une sph re 

Définition :  

Soit   un point dans l’espace  ℰ , et   un réel positif. 

La sphère de centre   et de rayon   est l’ensemble 

des points M dans  ℰ , tel que :  M =  .  

On la note par :     ,   . 

Ainsi :     ,   = { M ∈  ℰ     M =   }. 
 

 2. Équation cartésienne d’une sph re  

Soit   𝑎, 𝑏, 𝑐  un point dans l’espace et R un réel positif. 

On a  M 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈    ,     ⟺     M =   

⟺  √  𝑥  𝑎 ² +  𝑦  𝑏 ² +  𝑧  𝑐 ² =   

Propriété 1 : 

Soit   𝑎, 𝑏, 𝑐  un point dans l’espace  ℰ  et R un réel positif. 

La sphère     ,     à une équation cartésienne de la forme :  

 𝒙    ² +  𝒚  𝒃 ² +  𝒛  𝒄 ² =  𝟐 

Application 1 :  

1) Déterminer une équation cartésienne de la sphère de centre   3, 2,1  et de 

rayon  = 5. 

2) Déterminer une équation cartésienne de la sphère de centre   0,3,1   et qui 

passe par le point    2, 1,1 . 

 3. La sphère définie par son diamètre  

Propriété 2 :  

Soit    𝑥A 𝑦A 𝑧A   et    𝑥B 𝑦B 𝑧B   deux points de l’espace  ℰ . 

L'ensemble des points M 𝑥, 𝑦, 𝑧  de l’espace tel que : 𝐌𝐀       .𝐌𝐁       = 𝟎 est la sphère de 

diamètre [𝐀𝐁]  et d’équation cartésienne    

 𝒙  𝒙𝐀  𝒙  𝒙𝐁 +  𝒚  𝒚𝐀  𝒚  𝒚𝐁 +  𝒛  𝒛𝐀  𝒛  𝒛𝐁 = 𝟎 

Prof : Bouyguir Taher~ ~



 

  ~  10   ~~ 2ème Année Bac PC et SVT ~ 

Application 2 :  

Déterminer une équation cartésienne de la sphère     de diamètre [  ] avec : 

  2 0  3   et   7  5 3 . 

 4. L'ensemble des points 𝐌 𝒙, 𝒚, 𝒛  tel que :  

𝒙𝟐 +𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 +𝒂𝒙+𝒃𝒚+ 𝒄𝒛 +𝒅 = 𝟎 

Propriété 3 :  

Soit  E  l'ensemble des points M 𝑥, 𝑦, 𝑧  de l’espace tel que   

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  avec   𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 des réels 

   i   𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  4𝑑  0, alors   

 E  est une sph re de centre  ( 
𝑎

2
, 

𝑏

2
,  

𝑐

2
)  et de ra on  =

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  4𝑑

2
 

   i   𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  4𝑑 = 0, alors    E = {  ( 
𝑎

2
, 

𝑏

2
, 

𝑐

2
) } 

   i   𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  4𝑑  0, alors    E =   

Application 3 :  

Déterminer  E  l'ensemble des points M 𝑥, 𝑦, 𝑧  de l’espace  ℰ  dans les cas suivants : 

 .   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥 + 2𝑦  6𝑧 + 7 = 0 

 .  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  4𝑥 + 8𝑧 + 20 = 0 

 .   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  𝑦 + 1 = 0 

 5.  eprésentation paramétrique d’une sph re  

Propriété 4 :  

Soit    ,    la sphère de centre   𝑎, 𝑏, 𝑐  et de rayon R. 

Le point M 𝑥, 𝑦, 𝑧  appartient à la sphère    , si et seulement si :  

{ 

𝒙 =  +  𝐬   . 𝐜𝐨𝐬 
𝒚 = 𝒃 +  𝐬   . 𝐬   
𝒛 = 𝒄 +  𝐜𝐨𝐬             

 

Ce système s’appelle une représentation paramétrique de la sphère    . 

Application 4 :  

Déterminer une représentation paramétrique de la sphère     de centre   1, 2,0  

et de rayon  = 3. 
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 6.  Positions relatives d’une sph re et d’un plan 

Propriété 5 :  

Soit     une sphère de centre   et de rayon R et  𝒫  un plan de l'espace. 

Nommons H le projeté orthogonal de   sur le plan  𝒫 ,  

et 𝑑 =  H, la distance du point   au plan  𝒫 . 

  Si 𝒅   , alors le plan  𝒫  et la sphère     n'ont pas de points en commun. 

On dit que le plan  𝒫  et la sphère     sont disjoints. 

  Si 𝒅 =  , alors le plan  𝒫  et la sphère     ont un unique point en commun. 

On dit que le plan  𝒫  est tangent à la sphère     en H. 

  Si 𝒅   , alors l'ensemble des points communs au plan  𝒫  et la sphère     est le 

cercle du plan  𝒫  de centre H et de rayon   = √ 2  𝑑2.  

On dit que le plan  𝒫  coupe la sphère     suivant le cercle  𝒞(H √ 2  𝑑2). 

  𝒅(   𝓟 )     𝒅(   𝓟 ) =    𝒅(   𝓟 )   

   

 𝒫  et     sont disjoints  𝒫  est tangent à     
 𝒫  coupe     suivant un 

cercle  𝒞  

Remarques :  

  On détermine H par l’intersection du plan  𝒫  et la droite     perpendiculaire 

au plan  𝒫  passant par  . 

  Tout vecteur normal au plan  𝒫  est un vecteur directeur de la droite    . 

Application 5 :  

Soit     la sphère d'équation :   𝑥  1 2 + 𝑦2 +  𝑧  1 2 = 2, et  𝒫  le plan 

d'équation : 𝑥 + 𝑦  3 = 0.  

1) Montrer que le plan  𝒫  est tangent à la sphère    . 

2) Déterminer les coordonnées du point de tangence H. 
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Application 6 :  

Soit     la sphère de centre   1,0,0  et de rayon  = 2,  

et  𝒫  le plan d'équation : 𝑥  𝑧 + 1 = 0.  

1) Déterminer une équation cartésienne de    . 

2) Calculer  𝑑(   𝒫 ) et vérifier que le plan  𝒫  coupe     suivant un cercle  𝒞  

dont on déterminera le rayon  . 

3) Déterminer une équation paramétrique de la droite qui passe par   et qui est 

perpendiculaire au plan  𝒫 . 

4) En déduire les coordonnées de H le centre du cercle  𝒞 . 

Application 7 :  

On considère les plans d'équations respectives  

 𝒫  𝑥  𝑦 + 𝑧 = 0  et   𝒬  2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧  6 = 0 

et la sphère     de centre   1 2 4  et tangente au plan  𝒫   

et soit la droite  ∆  qui passe par   et perpendiculaire au plan  𝒬 . 

1) Montrer que les plans  𝒫  et  𝒬  sont orthogonaux. 

2) Déterminer une équation cartésienne de la sphère    . 

3) Déterminer le point de tangence de  𝒫  et    . 

4) Déterminer le point d’intersection de  ∆  et  𝒬 . 

5) Montrer que le plan  𝒬  coupe la sphère     suivant un cercle dont on 

déterminera le centre et le rayon. 

 7. Le plan tangent à une sphère en un point 

Propriété 6 :  

Soient     une sphère de centre     et   ∈    . 

Il existe un plan  𝒫  unique de l'espace, tangent à la sphère     en A.  

 e plan est définit par   M ∈  𝒫   ⟺    M       .         = 0 

Application 8 :  

Soit     la sphère d'équation :  𝑥2 + 𝑦2 +  𝑧 + 2 2 = 3, et soit le point   1, 1, 1 .  

1) Vérifier que :  ∈    . 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan  𝒫  tangent à la sphère     en A. 
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 III. Le produit vectoriel des deux vecteurs 

 1. Orientation de l ’espace 

L’espace  ℰ  est muni d’un rep re orthonormé (𝑂 𝑖  𝑗  𝑘  ). 

Le bonhomme d’ mp re est un observateur imaginaire porté sur l’axe [𝑂𝑧 , ses 

pieds sont à l’origine 𝑂 et regarde l’axe [𝑂𝑥 . 

On aura deux positions pour l’axe [𝑂𝑦  : 

1e r  cas : [𝑂𝑦  est à la droite de l’observateur. 

On dit que la base (𝑖  𝑗  𝑘  ) est indirecte de même pour le repère (𝑂 𝑖  𝑗  𝑘  ).  

2é m e  cas : [𝑂𝑦  est à la gauche de l’observateur. 

On dit que la base (𝑖  𝑗  𝑘  ) est directe de même pour le repère (𝑂 𝑖  𝑗  𝑘  ). 

  

La base (𝑖  𝑗  𝑘  ) est indirecte La base (𝑖  𝑗  𝑘  ) est directe 

Dans tout ce qui va suivre :  (𝑖  𝑗  𝑘  ) est une base orthonormée directe. 

 2. Définition du produit vectoriel  

Définition 1 :  

Soit 𝑢   et 𝑣  deux vecteurs de l’espace. 

Le produit vectoriel des deux vecteurs 𝑢   et 𝑣 , dans cet ordre, noté 𝑢  ∧ 𝑣 , 

est le vecteur 𝑤    définit par :  

 Si 𝑢   et 𝑣  sont colinéaires, alors :  𝑢  ∧ 𝑣 = 0  . 

 Si 𝑢   et 𝑣  sont non colinéaires,  

alors le vecteur  𝑤   = 𝑢  ∧ 𝑣   est tel que : 

   𝑤   ⊥ 𝑢      et   𝑤   ⊥ 𝑣  

   la base  𝑢   𝑣  𝑤     est directe 

   ‖𝑤   ‖ = ‖𝑢  ‖  ‖𝑣 ‖  sin(𝑢   𝑣 ̂) 
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Remarque :  

Soit   un point dans l’espace.  

On suppose que 𝑢   et 𝑣   sont non colinéaires. 

Ils existent deux points B et C dans l’espace tels que :  𝑢  =            et  𝑣 =         . 

Les points A, B et C étant non alignés, ils définissent un plan       dans l’espace.  

Le vecteur 𝑤   =         ∧           est un vecteur normal au plan      .  

 

 

 

 

 

 

 

 3. Propriétés du produit vectoriel  

Propriété 1 :  

Soit 𝑢  , 𝑣  et 𝑤    trois vecteurs de l’espace et 𝑘 un nombre réel. 

   𝑢  ∧ 𝑢  = 0   

   𝑣 ∧ 𝑢  =    𝑢  ∧ 𝑣                                            Le produit vectoriel est antis métrique  

  { 

  𝑢  ∧   𝑣 + 𝑤     =   𝑢  ∧ 𝑣   +   𝑢  ∧ 𝑤      

    𝑢  + 𝑣   ∧ 𝑤   =   𝑢  ∧ 𝑤     +   𝑣 ∧ 𝑤     

    𝑘𝑢    ∧ 𝑣 = 𝑢  ∧   𝑘𝑣   = 𝑘  𝑢  ∧ 𝑣     

          Le produit vectoriel est bilinéaire  

 4. L’expression analytique du produit vectoriel  

Propriété 2 :  

Soit 𝑢   𝑥 𝑦 𝑧  et 𝑣  𝑥′ 𝑦′ 𝑧′  deux vecteurs de l’espace vectoriel. 

On a        𝒖   ∧ 𝒗   = |
𝒚 𝒚′

𝒛 𝒛′| 𝒊  |
𝒙 𝒙′

𝒛 𝒛′| 𝒋 + |
𝒙 𝒙′

𝒚 𝒚′| 𝒌    

Application 1 :  

Soit 𝑢   1 2 3  et 𝑣  0 5  1  deux vecteurs. 

Déterminer les coordonnées du vecteur :   𝑢  ∧ 𝑣 . 
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 5. Applications du produit vectoriel 

 

Propriété 3 :  

Soient A, B et C trois points dans l’espace. 

A, B et C sont alignés si et seulement si          et          sont colinéaires ce qui est 

équivalent à          ∧         = 0  .  

 

Soient 𝑢   et 𝑣  deux vecteurs non colinéaires de l’espace vectoriel. 

On suppose que    𝑢  =           et  𝑣 =          . 

On a d’apr s la définition du produit vectoriel    ‖𝑢  ∧ 𝑣 ‖ =       sin(   ̂) 

 ’autre part, la surface du triangle     est    ABC =
1

2
    H 

et on a    sin(   ̂) =
 H

  
 , donc    H =    sin(   ̂) 

et par suite      ABC =
1

2
      sin(   ̂) =

1

2
‖𝑢  ∧ 𝑣 ‖ 

 

 

 

 

 

 

 

Propriété 4 :  

Soient A, B et C trois points non alignés dans l’espace. 

  La surface du triangle     est   
1

2
‖        ∧         ‖ 

  La surface du parallélogramme      est   ‖        ∧         ‖ 
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Soient A, B et C trois points non alignés dans l’espace. 

Puisque le vecteur         ∧           est normal au plan      , alors : 

M 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈         ⟺     M       . (        ∧         ) = 0 

Cette équivalence détermine une équation cartésienne du plan      . 

Application 2 :  

Dans l’espace muni d’un rep re orthonormé direct, on considère les points : 

   1 0 2        1 1 1   et    3 2 0  

1) Déterminer les coordonnées du vecteur         ∧           et vérifier que les points A et B 

et C sont non alignés. 

2) Calculer la surface du triangle ABC. 

3) Déterminer une équation cartésienne du plan      . 

 

Propriété 5 :  

Soient  𝒫  et  𝒬  deux plans dans l’espace, et 𝑛   est un vecteur normal de  𝒫   

et 𝑚    est un vecteur normal de  𝒬 . 

Si 𝑛   et 𝑚    sont non colinéaires alors  𝒫  et  𝒬  se coupent selon une droite  ∆  

dirigée par  𝑛  ∧ 𝑚    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Application 3 :  

Quelle est l'intersection des plans  𝒫  et  𝒬  d'équations respectives : 

 𝒫  𝑥 + 2𝑦  2𝑧 + 3 = 0  et   𝒬  4𝑥  4𝑦 + 2𝑧  5 = 0 
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Propriété 6 :  

Soit 𝐷   𝑢    la droite qui passe par A et de vecteur directeur 𝑢   et M un point dans 

l’espace. 

La distance du point M à la droite  𝐷  est    𝒅(𝐌  𝑫 ) =
‖𝒖   ∧ 𝐀𝐌       ‖

‖𝒖   ‖
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Application 4 :  

Calculer la distance du point M 2 1 0  à la droite  𝐷  dont une représentation 

paramétrique est :   

 𝐷   { 
𝑥 =  1 + 2𝑘
𝑦 =  2  2𝑘   
𝑧 =  1 + 𝑘  

        𝑘 ∈ ℝ 

 

Propriété 7 :  

Soit     la sphère de centre   et de rayon  , et  𝐷  une droite de l'espace. 

Nommons H le projeté orthogonal du point   sur la droite  𝐷 . 

et 𝑑 =  H, la distance du point   à la droite  𝐷  . 

  Si 𝒅   , alors la droite  𝐷  et la sphère     n'ont pas de points en commun. 

On dit que la droite  𝐷  et la sphère     sont disjoints. 

  Si 𝒅 =  , alors la droite  𝐷  et la sphère     ont un unique point en commun. 

On dit que la droite  𝐷  est tangente à     en H. 

  Si 𝒅   , alors la droite  𝐷  et la sphère     ont deux points en commun A et B 

symétriques par rapport au point H. 

On dit que la droite  𝐷  perce la sphère     aux points A et B. 
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  𝒅(   𝑫 )     𝒅(   𝑫 ) =    𝒅(   𝑫 )   

   

 𝐷  et     sont disjoints  𝐷  est tangente à     
 𝐷  perce     en deux 

points 

Application 5 :  

Soit     la sphère d’équation :  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 6𝑥  4𝑦  2𝑧 + 5 = 0, et  𝐷  la  

droite dont une représentation paramétrique est   𝐷   { 
𝑥 = 2𝑡         
𝑦 =  5 + 𝑡  
𝑧 = 1  2𝑡

        𝑡 ∈ ℝ 

Étudier la position relative de la sphère     et la droite  𝐷 . 

Application 6 :  

Étudier la position relative de la sphère      𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  4𝑥  2𝑦  1 = 0 et la 

droite  𝐷  qui passe par    1 2  1  et dont  𝑢   2  2 1  est un vecteur directeur. 
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