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Limite d’une fonction

I Limite finie et infinie d'une fonction en un point :
(ﬂ,/ﬁ (o . a1

2. Limite finie d'une fonction en un point :

O Exemple introductif : 4

Dans la figure ci-contre OAB est un triangle de surface 8cm? et M

un point mobile d’abscisse x sur le segment [OB]. On considére

f(x) la surface du triangle OAM.

e On remarque que f(x) prend des valeurs proches de plus en plus de 8
lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de 4. On dit ! M

que f(x) tend vers 8 lorsque x tend vers 4 et on écrit liTr41 f(x) =8. o B
X— r

e On remarque que que f(x) tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Donc la limite de f en 0 est 0 et
on écrit lirré f(x) =0.
X—

llmf(x) = le2x =2%X4=28

X4

e Ona f(x) = 2x, on trouve alors i n(‘)tf(x) — lm82x =2x0=0
X— X—

7 Définition :

Soit a et [ deux nombres réels. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de
la forme Ja — xy; a + x,[ ou sur un ensemble de la forme ]a — xy; a + xo[ — {a} ou

(a € R*T).

Si f(x) tend vers [ quand x tend vers a, on écrit: chl_)‘l’r(ll f(x)=1Lou lignf (x) =1L

77 Propriété :

Soit f une fonction numérique, a et [ deux nombres réels.
Si f admet une limite [ en a alors cette limite est unique.

O Remarques :

¢ On rencontre parfois lors de calcul de certaines limites en un point a la forme

. I3 . 4 . n 0 n
indéterminée suivante " —
0 n n iw n n
e Les formes indéterminées sont " ° T + 00 —o0"et" 0 X +o0",
O Exemple @ :

. VxX+1-2
Calculons lim )
x—-3 X3

On ne peut pas calculer cette limite directement parce que on obtient la forme indéterminée

5
. Nx+1-2 (Vx+1-2)(Vx+1+2)
Onafﬂg x-3 fmg (x— 3)(\/x+ +2)
gl(l_r)g' (x— 3)(\/x+ +2)
)lc—>3 Vx+1 +2
B —\/4+12 - Z‘
O Exemple @ :
3 2
Calculons lim 2x:2x—+x+1
X—>— xX“+3x+2

On ne peut pas calculer cette limite directement parce que on obtient la forme indéterminée
6 .

La division euclidienne de 2x3 + 2x2 + x + 1 et x2 + 3x — 2 par x + 1, donne :

2x3+2x2 +x+1=(x+1D2x? 2+ Detx?+3x+2=(x+1D(x+2).

. 2x3+2x%4+x+1 . (x+1)(2x%+1
Donc lim —————— = #
xo—1 X2+3x+2 xo—1 (x+1)(x+2)
_ 2x%4+1
- x—-—-1 X+2
2(-1)% +1
=————=13.
—1+2
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&  Application @ :
Calculer les limites suivantes :

x+4 . x%+3x . Ax=2
O lim O lim— ® lim= O lim
x—>1 x+5 x—2 X°—4 x—0 X*—4x x—4 X—4
e lim x%—x-2 ® lim 3x3—4x+1 @ i 3% —5x+2 0 lim vx—1-2
x-2 x2—-3x+2 x—)l x2—4x+3 x—1 \/E—l x—>53 Vx+4

O Exercice @ de la série.
2. Limite infinie d'une fonction en un point :

77 Propriété :

Soit f une fonction numérique, a et [ deux nombres réels.
¢ Si f(x) tend vers +oo quand x tend vers a, on €crit: limf(x) = +oo ou limf(x) = +oo.
xX—-a a

¢ Si f(x) tend vers —oo quand x tend vers a, on €crit: limf(x) = —oo ou limf(x) = —oo.
x-=a a

Limite a droite et a gauche d'une fonction en un point :
77 Définition :

Soient f une fonction numérique et a un nombre réel.
e La limite de f a droite en a, notée lim f (x) ou lim_f (x), est la limite de f lorsque x
xX—-a
x>a
prend des valeurs de plus en plus proches et supérieures de a.

e La limite de f a gauche en a, notée lim f(x) ou xlirél_ f(x), est la limite de f lorsque x
x<a
prend des valeurs de plus en plus proches et inférieures de a.

77 Propriété :

On admet les limites suivantes :

1 1
° ——ooo —:oo o /i = o lim— = +x e (Vn € N* im— = 4o
limgs = = iy =0 clqpm=te=  «(meN) lmm=+
x>0 x<0 1 x>0 x>0 x>0
e Sin est pair, alors lim— = +oo.
x—0 x™
x<0 1
e Sin est impair, alors [im— = —oo,
x—-0 x™
x<0
O Exemple :
, xX+2
Calculons lim —— et lim —. z | 0 3 e
x—3+t 3x—x x—3~ 3x -X
Le tableau de signe de 3x — x? est 3z — a? - + -
. ., x+2
Etona limx+2=5et llm3x—x2 =07 Donc lim === —c.
x—-3% +x2-3x
, xX+2
Etona lim3x —x? = 0+ Donc llm L S = +00.
X—37 +x%-3x
&  Application @ :
Calculer les limites suivantes :
. xX+3 . x+3 3_1 . 4 2_
0 [im— ® [im— ® Ilim O lim XS
x—o2+ x—-2 x—2~ X—=2 x>0+ X% —x x-27  x—4
® Ilim 3x—2x2 ® lim 2x+3 @ lim >~ 2_4 0 lim 3x2-x-1
im — —
xo—1t x—x3 x—>1- 1-x2 xg{l [x—1] x—>l+ 1-2x

O Exercice @ de la série.
77 Théoréme :

Soit f une fonction numérique. On a :
limf(x) =letlimf(x) =1l limf(x) =1L
x-=a~ x—at x=a

O Remarques :

e Le théoréme reste valable si [ est un réel ou +oo0 ou —oo.
e Si lim f(x) =Llet lim f(x) = l"tel que l # I’ on dit que f n’a pas de limite en a.
x—a xX—a

O Exemple :
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fx)=—x+1, x=>3

Soitf la fonction définie par {f(x) e —dx 41 x<3

On limf(x)=lim —x+1=-2et limf(x) = limx?—4x+1=-2.
x—3% x—3% x—-3~ x-3%
Puisque lirggrf(x) = lirgl f(x) = —2,alors f aune limiteena eton a: lin;tf(x) =-2.
X X—3" X—
&  Application @ :
Flx) = x2-3x+2 <1
1. On considére la fonction f définie par \/_’:1 ’ .
fo) == x>1
Calculer lim f(x) et lim f(x). Conclure.
x—-1" x—1t
_ox*+1
2. On considere la fonction g définie par : 9 =5 ix<2

gx)=1—ax? ;x> 2
Déterminer une valeur de a pour laquelle g admet une limite en 2.

II.  Limite finie et infinie d'une fonction en +* ou en —
= e il

4
& Activité @:
La figure ci-contre représente la courbe de la fonction f:x —
x3 dans un plan muni d'un repére orthonormé (0;7;)). 2

3

1. Que peut-on remarquer pour les valeurs de f(x) quand x 1
prend des valeurs de plus en plus grandes ?

2. Que peut-on remarquer pour les valeurs de f(x) quand x S S A I
prend des valeurs de plus en plus petites ? !

3. Exprimez vos remarques dans les questions 1. et 2. en -2
utilisant les symbole lim . 3

77 Propriété : -4

Soitn € N* et k € R*, On admet les limites suivantes :

. . 400 ; n pair
m lim x" = 4o lhmx"={ L pau
X300 X——00 —o0; n impair
+o00 ;k > 0et n pair
. +oo; k>0 . —0 ; k< 0et n pair
n _—_ ) n _
lx1_1)r+nookx {—oo; k<O .xl—l>r—noo o —o ; k> 0et nimpair

+oo ; k < 0etnimpair

&  Activité @:

La figure ci-contre représente la courbe de la

fonction f:x — x—lz dans un plan muni d'un repere 5

orthonormé (0;7;)). 4

1. Que peut-on remarquer pour les valeurs de
f(x) quand x prend des valeurs de plus en plus
grandes ? 2

2. Que peut-on remarquer pour les valeurs de
f(x) quand x prend des valeurs de plus en plus

petites ?
3. Exprimez vos remarques dans les questions 1.
et 2. en utilisant les symbole lim .

77 Propriété :

Soit n € N* et k € R*, On admet les limites suivantes : lim — =0 et lim Ln =0

= __ _ _};-'i_ s E - = :_ y, s ‘,. ' 3A ".’: B _:‘?.’-_._

Xo+oo X X—o—o0 X
O Exemples :
- . . 2x%+5 . —3x3+x
Calculons les limites suivantes  lim —et lim —.
x>+ 4x X——00 x

77 Propriété :
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Soient P et Q deux fonctions polyndmes et a un réel.
Si ax™ et bx™ sont respectivement les termes du plus haut degré des polynomes P et Q,

alors :
lim P(x) = lim ax™; llm P(x) = lim ax™; lim PO _ ax” lim PO _ li ax®
x—=—o0 X——o00 D " xot00 Q(X) x++mbxm'xﬁ—wQUQ x——oo0 bx™

&  Application @ : Exercice @ de la série

Calculer les limites suivantes :
e lim1+ 5x?+ 8x

X—+w0

o lim —5x° +1 o limx+(1—-V2)x*+4

x—>=0 x—>—0

4 + 2x° — 3 _ x2 . x|l —3x
e lim e lim 2-V3)x® —x o lim ——
x—>+03x3 +5x2 + 1 praries 2x2% —3 x>+ |x + 5]

O Exercice @ de la série.
77 Propriété :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a; +oo[ ou (a € R)

telle que (Vx € [a; +[): f(x) = 0.
Jig A=

o Si liT f(x) =letl>0,alors:
X—+ 00
f(x) = +o0.

e Si lim f(x) = +oo, alors : lim
xX—+00 X2+

O Remarque :

e Cette propriété reste valable aussi quand x tend vers —co ou vers un réel a ou a droite en
a ou a gauche en a.

& Application @ ;
Calculer les limites suivantes :

® Ilim Vx2+2x+5 (2]

lim +/3x2
X—+o0 X—>—00

x—+o0\ x—4

III.  Opérations sur les hmztes

= C oo
Dans tous ce qui suit, a est un nombre reel ou +0u —oo,l et I’ sont des nombres réels.
Ces résultats restent valables pour les limites a droite et & gauche en a.

limfQ) | limg() | lim(f +9)() | lim(fg)(x) Jim (f /g) )
l l'#0 L+ ln L/
[>0 —o0 —0 —© 0
<0 +0o0 +00 —0 0
+oo oo a0 +o0 F.I
— — - +o0 F.I
+o0 —0 F.l —00 F.l
0 Foo +oo F.I 0
+ 0 +0 F.1 +o
0 0 0 0 F.l
l#0 0 l 0 +o0
& Application @ ;
Calculer les limites suivantes :
O lmu+7iy @ um (3+1)(1+]) @ um i
© im TTFS @ lmViZ-x+3-2r+41 O lm ViZixtx
X—+oo —+oo ——00

IV.  Limite de fonctions trigonométriques :

77 Propriété :

C s W i SN

— e

e limcos(x) = cos(a)

e limsin(x) = sin(a)
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elimtan(x) =tan(a) six # g + kn/k € Z.
xX—=a

O Exemples :
limsinx == ; lim cosx =— ; limtanx =0 ; limtanx =3

O Remarques :

e Les fonctions x — sin(x), x — cos(x) et x » tan(x) n’ont pas de limite en +oo.

. lirrg{ tanx = +oo et lirp_ tanx = —oo,
x—% x=7

77 Propriété :

Soit a un réel non nul, on a :

T sin(ax) = 1;lim 1-cos(ax) _ 1, I 1-cos(ax) _ 1
x—0 ax x—>0 (ax2) 2’ x50 (ax?) 2"
O Exemple :
. Sin5x
Calculons lim
x-0 X
& Application @ ;
Calculer les limites suivantes :
. Sin4x tan 2x . Sin3x sin(x—2
® lim ® lim o lim 0 lim i)
x—0 tan 5x x—>0 x x—-0 4x x—2 X—2
. 1—cosvx 0 lim tanmnx @ i sinx —cosx O lim cosx
m-—-x-
(5] Jirgk x x—>1 Tx-1 x_)% x—g x_)g x——

V leltes et ordre :

"\.)\ Q-
77 Propriété :

Soit a et [ deux réels et I = [a; +o[.Soit f,g et h des fonctions numériques définies sur I.

* {(meegl()x)ggxi: 79 s lim f(x) = +oe.
1{(an€g1()x)g£x)_:o 4G ), alors lim f(x) = —e
vx € 1);| -1 <
{(ln); g()x)f_()i)) 96 alorsxl_i)rJrnxf(x) =1

: {(Vx €;g(x) < f(x) < h(x)

1 lim g(x) = lim h(x) =1 - 2alors lim f(x) = L.
X2+00 x—>+00

O Remarque :

Ces propriétés restent valables aussi quand x tend vers —co ou vers un réel a ou a droite en
a ou a gauche en a.

&  Application ® ;

1
2—cosx —

1. a. Montrer que : (Vx € R) % <

3

b. Calculer les limites suivantes : lim
xX—+00 2—COSX

2. On considere la fonction f définie sur R* par : f(x) = x sin G) + 2.
Vérifier que : (Vx € R*) |f(x) — 2| < |x| puis déduire lirréf(x).
X

; lim
X——o00 2—COS X
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  f  ( x )


  − ∞


  x


  a


    l i m  x → a f  ( x ) = − ∞


    l i m  a f  ( x ) = − ∞


  f


  a


  f


  a


       lim     x → a   x > a ⁡  f  ( x )


     lim  x →   a + ⁡  f  ( x )


  f


  x


  a


  f


  a


       lim     x → a   x < a ⁡  f  ( x )


     lim  x →   a − ⁡  f  ( x )


  f


  x


  a


  •   l i m      x → 0    x ≻ 0  1  x = + ∞       • l i m      x → 0    x ≺ 0  1  x = − ∞       •   l i m      x → 0    x ≻ 0  x = 0       •   l i m      x → 0    x ≻ 0  1   x = + ∞       •  ( ∀ n ∈  ℕ ∗ )      l i m      x → 0    x ≻ 0  1    x  n = + ∞


  n


      l i m      x → 0    x < 0  1    x  n = + ∞


  n


      l i m      x → 0    x < 0  1    x  n = − ∞


    l i m  x →  3 +   x + 2    3 x − x 2    


    l i m  x →  3 −   x + 2  3 x −   x 2  


  3 x −   x 2


    l i m  x →  3 + x + 2 = 5


    l i m  x →  3 + 3 x −   x 2 =  0 −  
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  l + l ′


  l ′ ≠ 0


  l


  0


  − ∞


  − ∞


  − ∞


  l > 0


  0


  − ∞


  + ∞


  + ∞


  l < 0


  F . I


  + ∞


  + ∞


  + ∞


  + ∞


  F . I


  + ∞


  − ∞


  − ∞


  − ∞


  F . I


  − ∞


  F . I


  − ∞


  + ∞


  0


  F . I


  ± ∞


  ± ∞


  0


  ± ∞


  F . I


  + ∞


  0


  + ∞


  F . I


  0


  0


  0


  0


  ± ∞


  0


  l


  0


  l ≠ 0


    l i m  x →  0 + 3 x + 7 +  1   x


    l i m  x → − ∞  ( − 3 +  1  x )  ( 1 +  2  x )


    l i m  x → − ∞   1 +  4    x 3  2 −   x 5


    l i m  x → + ∞      x 2 + 5 x − 3  x


    l i m  x → + ∞  4   x 2 − x + 3 − 2 x + 1


     lim  x → − ∞ ⁡     x 2 + x + x


  •   l i m  x → a   c o s ⁡ ( x ) =   c o s ⁡ ( a )   •   l i m  x → a   s i n ⁡ ( x ) =   s i n ⁡ ( a )


  •   l i m  x → a   t a n ⁡ ( x ) =   t a n ⁡ ( a )   s i   x ≠   𝜋 2 + k 𝜋 / k ∈ ℤ


        l i m  x →   𝜋 6 ⁡    s i n ⁡  x =  1 2


        l i m  x → −   𝜋 4 ⁡    c o s ⁡  x =    2 2


        l i m  x → 𝜋 ⁡    t a n ⁡  x = 0


        l i m  x →   𝜋 3 ⁡    t a n ⁡  x =  3


    x ↦ s i n ⁡   ( x )


    x ↦ c o s ⁡   ( x )


    x ↦ ⁡  t a n  ( x )


  ± ∞


        l i m  x →     𝜋 2 + ⁡    t a n ⁡  x = + ∞


        l i m  x →     𝜋 2 − ⁡    t a n ⁡  x = − ∞


  a


    l i m  x → 0     s i n ⁡   ( a x )  a x = 1  


    l i m  x → 0   1 −   c o s ⁡   ( a x )   ( a   x 2 ) =  1 2  


    l i m  x → 0   1 −   c o s ⁡   ( a x )   ( a   x 2 ) =  1 2


        l i m  x → 0 ⁡      s i n ⁡  5 x  x


    l i m  x → 0     s i n ⁡ 4 x    t a n ⁡ 5 x


    l i m  x → 0     t a n ⁡ 2 x  x


    l i m  x → 0     s i n ⁡ 3 x  4 x


    l i m  x → 2     s i n ⁡  ( x − 2 )  x − 2


    l i m  x →  0 +   1 −   c o s ⁡   x  x


    l i m  x → 1     t a n ⁡  𝜋 x  x − 1


    l i m  x →   𝜋 4     s i n x ⁡ −   c o s ⁡  x  x −   𝜋 4


    l i m  x →   𝜋 2     c o s ⁡  x  x −   𝜋 2


  a


  l


  I = [  a ; + ∞ [


  f


  g


  h


  I


   {      ( ∀ x ∈ I )    g  ( x ) ≤ f  ( x )      l i m  x → + ∞ g  ( x ) = + ∞


    l i m  x → + ∞ f  ( x ) = + ∞


   {      ( ∀ x ∈ I )    g  ( x ) ≥ f  ( x )      l i m  x → + ∞ g  ( x ) = − ∞


    l i m  x → + ∞ f  ( x ) = − ∞


   {      ( ∀ x ∈ I ) ;  | f  ( x ) − l | ≤ g  ( x )      l i m  x → + ∞ g  ( x ) = 0


    l i m  x → + ∞ f  ( x ) = l


   {      ( ∀ x ∈ I ) ; g  ( x ) ≤ f  ( x ) ≤ h  ( x )      l i m  x → + ∞ g  ( x ) =   l i m  x → + ∞ h  ( x ) = l


    l i m  x → + ∞ f  ( x ) = l


  x


  − ∞


  a


  a


  a


   ( ∀ x ∈ ℝ )      1 3 ≤  1  2 −   c o s ⁡  x ≤ 1


    l i m  x → + ∞   x  2 −   c o s ⁡  x


    l i m  x → − ∞     x 3  2 −   c o s ⁡  x


  f


   ℝ ∗


  f  ( x ) = x   s i n ⁡   (  1  x ) + 2


   ( ∀ x ∈  ℝ ∗ )      | f  ( x ) − 2 | ≤  | x |


    l i m  x → 0 f  ( x )

