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Cours 6 : (Limite d'une fonction
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I- Limite infinie et limite finie d’une fonction au voisinage de + oo
Activité :

1

On considére les fonctions f et g définies par: f(x) = x? et g(x) = "

On s’intéresse aux valeurs prises par les fonctions f et g pour les grandes valeurs de x.
1) Ci-dessous la représentation graphique des fonctions f et g :

(Cy)

a. Que remarquez-vous pour f(x) quand x prend des valeurs positives plus en plus grandes ?
b. Que remarquez-vous pour g(x) quand x prend des valeurs positives plus en plus grandes ?

2) Compléter le tableau suivant :

x 1 |13 | 80 | 200 | 1000 10 000 100 000 1020 10100
f(x)
gx)

» On remarque que, si x est grand alors f(x) est grand.
On dit que : “la limite de f(x) quand x tend vers +oo est égale a +o0 ” et on note :

lim f(x) = 4+

X—+00
» On remarque que, si x est grand alors g(x) est proche de 0.
On dit que : “la limite de g(x) quand x tend vers +oo est égale a 0 ” et on note :

lim g(x) =0

X—+00
1) Limite infinie d’une fonction au voisinage de +oo
(Définition 1 :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme ]a; +o[ ou a € R.
On dit que f(x) tend vers +o quand x tend vers +oo lorsque :

« f(x) devient aussi grand lorsque x devient de plus en plus grand ».
On écrit alors : lil’:l f(x) =+ ou lJirmf = 400,
X—>+00 (0]

D’une maniere analogue, nous pouvons écrire une définition des limites suivantes :
lim f(x) =—o ; lim f(x) =+ et lim f(x)=—oo
X——00 X——00

xX—+00
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Cours 6 : (Limite d'une fonction

ﬁ’ropriété 1:

Soitn € N*.Ona:

e lim x = 400 ° lim x? = 4o e lim x" = 4o
xX—+00 X—+00 X—+00

e lim x = —o0 e lim x? = 4o e lim x" =

X——00 X——00 X——00

+00 si n est pair
—o0 si n est impair

e lim Vx = 4+ E

X—+o00

2) Limite finie d’une fonction au voisinage de +x

(Définition 2 :
> Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a; +o[ ou a € R.
On dit que f(x) tend vers [ quand x tend vers +oo lorsque :
« f(x) devient assez proche de [ lorsque x est tres grand ».
On écrit alors : XETmf(x) =

> Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |—o0; a[ ou a € R.
On dit que f(x) tend vers [ quand x tend vers —oo lorsque :
« f(x) devient assez proche de [ lorsque x prend des valeurs négatives
dont la valeur absolue est de plus en plus grande ».
On écrit alors : xl_i)mmf(x) =

.
-

rPropi;iété 2:
Soitn € N*.Ona:

.1 .1 .1 .1
e lim —=0 °11m—2=0 e lim —=0 -llm—n=0
X—>+00 X X—>+00 X X—=>400 X X—>+00 X

.1 .1 .1 .1
e Jim —=0 e Jim —=0 e lim —=0 e lim —=20
x—>—00 X x——co X2 x——00 x3 x——00 xT

Remarques :
e Certaines fonctions n’ont pas de limite au voisinage de I'infini.

e Si f admet une limite finie [, alors la courbe de la fonction f devient « trés proche » de la droite

d’équation y = [ quand x tend vers +oo.

La courbe de la fonction f et la droite d’équation y =1
semblent se confondre au voisinage de + oo

_i_: e - -
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Cours 6 : (Limite d'une fonction

Propriété 3 :

Soit f une fonction numérique, et [ un nombre réel.

» Si f admet une limite [ en +00 ou en —oo, alors cette limite est unique.

> xl_i)rpoof(x) = sietseulement si xl—i>r-|poo(f(x) —-hH=0.

> lim fx) =1 sietseulementsi lim (f(—10)=0.

Application :

1—5vx
® Montrer que lim ——— = 5.
X—+00 ‘/x
® Mont . 7x*+2 7
ontrer que lim — ——=.

II- Limite finie et limite infinie d’une fonction en un point
Activité :

On consideére les fonctions f et g définies par: f(x) = ﬁ et glx) = —

On s’'intéresse aux valeurs prises par les fonctions f et g pour les grandes valeurs de x.
1) Ci-dessous la représentation graphique des fonctions f et g :

- 4 2

- ——mmmmaa

(Cr)

\

1
R A
I R R L X !

a. Que remarquez-vous pour f(x) quand x prend des valeurs assez proche de 2 avec x > 2?
b. Que remarquez-vous pour g(x) quand x prend des valeurs assez proche de 0 avecx > 0?

2) Compléter le tableau suivant :

x 4 | 3125 21 2,01 2,001 2,0001 2,00001
f(x)
x 2] 1 lo5] o1 0,01 0,001 0,00001 0,0000001
g(x)

» On remarque que, si x est assez proche de 2 avec x > 2, alors f(x) tend vers +oo.
On dit que : “la limite de f(x) quand x tend vers 2 a droite est égale a +o ” et on note :

chi_r% f(x) =+ ou xligl)ff(x) = +o0
x>
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Cours 6 : (Limite d'une fonction

» On remarque que, si x est assez proche de 0 avec x > 0, alors g(x) tend vers —co.
On dit que : “la limite de g(x) quand x tend vers 0 a droite est égale a —oo0 ” et on note :

lim g(x) = —co ou xlg(r)l+g(x) = —
| 3 x>0
1%/ 3) Conjecturer les limites suivantes : chl_r)r% f(x) et chi_r)r(l) gx)
x<2 x<0

1) Limite finie et limite infinie d’une fonction en un point

Définition 1 :
Soit a et | deux nombres réels et f une fonction définie au voisinage de a.
» Si f(x) tend vers [ quand x tend vers a, alors on écrit : lim f(x) =lou limf = L.
xX—a a

> Si f(x) tend vers + oo quand x tend vers a, alors on écrit : lim f(x) = +o0 ou lim f = +oo.
xX—a a

» Si f(x) tend vers — o quand x tend vers a, alors on écrit : lim f(x) = —oo ou lim f = —oco.
x-a a
Propriété 1 : ™\
Si une fonction admet une limite en un point, alors cette limite est unique.

2) Limite a gauche et limite a droite d’une fonction en un point

Lorsque x tendre vers a, on distingue deux manieres principales de tendre vers a :
e x tend vers a en prenant des valeurs supérieures a a, on écrit que « x > a* » et on lit “ x tend
vers a par valeurs supérieures ” ou ““ x tend vers a a droite ".

e x tend vers a en prenant des valeurs inférieures a a, on écrit que « x - a™ » eton lit “ x tend
vers a par valeurs inférieures ” ou “ x tend vers a a gauche ”.

’i)éfinition 2:

Soit f une fonction numérique. Soit a et [ deux nombres réels.

 Si f(x) tend vers + o quand x tend vers a a droite, alors on note :
chigcllf(x) = 400 ou xlir(?+ f(x) = +oo.
x>a
* Si f(x) tend vers [ quand x tend vers a a droite, alors on note :
;Ci_g%f(x) =1 ou xlir£1+f(x) =
x>a
e D’une fagon analogue on définit les limites :

lim f) = o0 ; limfG) =+ ; limfG)=—o ; limfG) =1
B iy x>a x<a x<a x<a
Propriétée 2 :

-

Soitn € N*.Ona:

o1 1 1 +00 si n est pair
°elim — =+ °elim — =+ °lim — = , . .

x50 [ x—0 xT x—0 xT —oo si n est impair
_ x>0 x>0 x<0

/Propriété 3:

Soit a un nombre réel et f une fonction définie au voisinage de a.

> }(i_r)rcllf(x)zl = ;Ci_r)rcllf(x)z}ci_r)r(}f(x)zl.
x<a x>a

» limfoo=+40 o limfeo=lmfe) = +oo.

x<a x>a
> limfn=-0 < limfe=lnfo=—co.
x<a x>a

4




Cours 6 : (Limite d'une fonction

Sila limite a gauche est différente de la limite a droite, on dit que la limite n’existe pas.

Exemples :

eOna: li_r)r% 5=+t et li_r)I% 1 5 = +00
;;CC<2 (x - 2) §>2 (x - 2)
Donc: lim 1 > = +0o,
2 (x=2)
eOna: lim _—1=+oo et lim __1=_oo
x-0 X x->0 X
x<0 x>0

o . -1 o
Donc : la limite de la fonction x — — en 0 n’existe pas.

Application 1 :
Calculer les limites suivantes :
5x—-1 5x—1 ) X ) x _ x—3 _ x—3

}cl—r;% x2 ; }cl—r;% x2 2 x — 2} x —4 b, 4 — x2? L 4 — x?
x<0 x>0 x<4 x>4 x<-2 x>=2
Application 2 :
. . L. fxX)=x*+x-5 six>1
Soit f la fonction numérique définie ar:{
f 4 Pl f) = 263 —4x -1 six < 1
@ Calculer }CI_I;I} f(x) et }CI_I;I} f ().
x<1 x<1
@ En déduire lirr} f(x).
xX—
Résumé des [imites des fonctions élémentaires :
1 1
x x" — X —
@) . ¥ =
Limites en lim f(x) +oo 0 +oo 0
I'infini x=>too
. +00 si n pair
xl_l)l_noo f(x) —osin ipmpair 0 non défini | non défini
1 1
X - [—
@) » =
Limites en 0 Jim, £ () +00 +00
. +00 sin pair e
ler(r)l_ f(x) —o0 si n impair non défini

II1- Opérations sur les limites

Dans ce paragraphe, f et g sont deux fonctions définies sur un méme ensemble /.
[ et I’ sont deux réels et a représente soit un réel, ou +oo, ou —co.
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1) lelte de la somme de deux fonctions

Cours 6 : (Limite d'une fonction

lim £ (x) l l l | 4+ | —0 40
lim g(x) I!' | 40 | —00 | 400 | —0 —©
Qlci_r)rtll( f(x) + g(x)) l+1U' | 400 | —00 | 400 | —co | Forme indéterminéde
2) Limite du produit de deux fonctions
lim £(x) [ | 1>0]|1<0|1l>0[l<0|+00|—00|~00|+00|—00
chlircll gx) I +00 +00 —0 | —o0 | 400|400 | —0| 0 0
Qlci_l:rtll(f(x) X g(x)) Ixl'| 4o —00 —00 | 400 | 400 | —c0| 40| FI | FI
3) Limite du quotient de deux fonctions
chi_rfcllf(x) l l 400 | 40 | —0 | —o0 | 400 | —00 | 400 | —c0| 0
lim g(x) I'#0| 0o [ 1>0|1<0|I>0[l<0|+00|—0c0|—00|4| 0
im fx) ! 0 400 | —o0 | —o0 | +0 | EI | EI | EI | EI | EI
x>a_g(x) !
Application 1 :
Calculer les limites suivantes :
1
lim ——--+5 ; lim (——2>(x2—3) ; lim x> —x+6
x—>—00 X X x—-+00 \X X——00
3x—1 —13
- _ _ 2 . - 2 _ . .
xl_l)l_"{loo 2— (4x —5)° ; xl_l)r_noo (x+4)3x=-1) ; }cllr% Ty Jim = e
lim —7x2% ; lim —7x2 ; lim 9x° ; lim 9x°
X—+00 X—>—00 X—+00 X—>—00

4) Les formes indéterminées

Il existe 4 formes indéterminées, qu’on retient souvent sous la forme condensée :

0

O;oo'

(o}
0Xoo ;

Ce sont des formes ou le résultat n'apparait pas directement. Cela ne signifie surtout pas que la

fonction n’a pas de limite.

400 — oo

Il convient dans ces cas-la de procéder a des transformations, d'écriture ou d'utiliser un

résultat connu permettant de lever l'indétermination.

| | Application 2 :
Calculer les limites suivantes :

o x*=2x-3
; lim ———
x—-3 x—3

lim x3+5x?—4x+1

xX——00

lim 4x?—-2x—-3 ;

X—+o00
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lim
x->-1

lim

x>t x2+x+6

x3—x?+4x+6
x* 4+ x

x3 — x?% + 4x




Cours 6 : (Limite d'une fonction
V- lelte d’une fonction polynome - Limite d’une fonction

rationnelle - Limite d’une fonction de la forme .[f
1) Limite d’une fonction polynéme - Limite d’une fonction rationnelle

Rap_pe[ : Les fonctions polynémes sont les fonctions de la forme :
P(x) = aux"+ ap_1x" 1+ -+ a;x + ay avec a, # 0
Alors : n est le degré du polyndome P et a,x™ est le terme de plus haut degré.
Par exemple, le polyndme P(x) = 3x> + 9x3 — 2x + 4 est de degré 5 et son terme de plus haut
degré est 3x°.

F N
Propriéete 1 :

#* Soient P et Q deux fonctions polynémes et « un nombre réel.

; _ . Px) P ,
> Ll_r)r.}[ Px) =P > Ll_r)rcll 00~ 0@ si Q) # 0.

*¥SiP(x) =apx™ +ap_1x" '+t ax+ay et Q(x) = by x™ + by x™ 1+ -+ byx + by,

. T n ; — 1 n
> xl_l)lpoo P = xl_l)r_noo anXx > xl_l)r_poo P = xl_l)rpoo a,x™.

Lo limite d’une fonction polynome en +0 est égale a la limite en +00 du terme de plus haut
degre.
. P . a,x" . P _ . a,x"
> x1—1>moo Q(x) x—1>—oo bmxm > x—1>r—}poo Q(x) - x—1>+oo bmxm

Lo limite d'une fonction vationnelle en +0 est égale a la limite en 0 du quotient des termes

de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

S

Exemples :
eOna: lim (—2x3—5x+4)=-2x(-1)° =5x(-1)+4=2+5+4=11.

xX—>—

eOna: lim(3x6-7x?~1)=3x0"=7x0"~1=—1.

—2x3—5x+4_—2><(—1)3_5><(_1)+4:—E

eOna: i = :
S Ry 3x(-1)°=7x(=1)* =1 6

—243 — —
oOna: lim —%* —5x+4_ 2x0°—5x0+4 Y
20 30672 —1  3x0°—7x05—1

eOna: lim (—2x3—5x+4)= lim (—2x3)= +oo.

eOna: lim (3x6 —7x2 — 1) = lim (3x6) = +o0.
x—-+00 X—+00

.o —2x3-5x+4+4 . —2x3_ .. -2 1 _ -
eOna: lim, 3x6—7x2—1_xl—l’r—nww_ngWT'F__

oOna: Ii —2x3—-5x+4 _ I —2x3 _ hm =21 _
C ot By _7xZ 1  xod 3x6  xoie 3 x5

Application 1 :
Calculer les limites suivantes :
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Cours 6 : (Limite d'une fonction

lim(—2x3 — 5x + 4) ; lim 3x° —7x7 1
prase x-2 —2x3 —5x + 4
xl_i)er(—2x3 —5x +4) ; xl_i)r_noo(3x6 —7x%—1)
i 3x6 —7x%2 -1 _ lim 3x6 —7x%2 -1
x——c0 —2x3 —5x + 4 ’ x—+0 —2x3 — 5x + 4

2) Limite d’une fonction de la forme .[f

Propriété 2 :

Soit f une fonction positive et a représente soit un réel, ou +oo, ou —co.

» Si }Cl_r)roll foo =1 Alors : }CI_I’)rtlx foo =L

> Si }cl—r% f) =+ Alors : }Cl_r)r‘}l f ) = +o0.

Application 2 :
Calculer les limites suivantes :

limy/—2x3 — 5x + 4 ; lim /—2x3 —5x + 4 ; lim Vx?—x—6
x—0 X——00 X—+00

lim ; lim Vx+ 2 —+x ; lim
X——00 54+ «x xX—+00

X—+00 X

lim v/4x2+x+1—x ; lim +/4x2+x+1+x ; lim vx2+x+1—x
X—+00 X—>—00

X—+00
) .ox—1 . Vx+4-3
lim vVx2+x+1+x ; lim ; lim———
X——00 x—>1\/§— 1 x—5 x—=5

V- Limites et ordre

Propriété 1 : (Théorémes de comparaison)

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle de la forme I = [a; +oo].

» Sivx€el: f(x) < g et xl_i)rlloo fx) =+ Alors : xl_i)rpoo gx) = +oo.
» SiVx€el: f(x) < g etlimy,;0o gx) =—00 Alors:  limy 4o f(x) = —00.

g™

Propriété 2 : (Théoréme des gendarmes)

Soient f, g et h des fonctions définies sur un intervalle de la forme I = [a; +[ etl € R.

» Sivxel: gx) < fx) <hx) et xl_i)rlloo g = xl—i>I-|poo h(x)=1 Alors: xl_i)rlloof(x) =1

Remarque :
On a les mémes propriétés quand x tend vers —oo.

Exemple :

1 1
Soit f une fonction vérifiant : pourtoutx >2, 1-— o <fx) <1+ <
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""" Cours 6 :  Limite d'une fonction

——
1 1

Ona: lml1l——-=1et lim1+—-=1
x—400 X x—+o0 X

Alors: lim f(x) =1

X—+0o0

I

-2

L
1
]
1
1
]
]
[

Application 1 :
Soit f la fonction définie par: f(x) = 2x — sin x.

1) MontrerqueVx e R: 2x —1 < f(x) <2x + 1.
2) En déduire les limites de la fonction f lorsque x tend vers +o et lorsque x tend vers —oo.

15 1
""‘
-
P o®
10 o
a"‘ 4””
o” -
i F
-
—”' ;"
5 e (Cy)
4" ,”
""’
"
“" -
-7 -5 -5 -4 3 -2 =0 |- 1 2 3 4 5 6
- 4”’
‘a' ’,f’ -5 1
y=2z+1 .-~ --"
Pis ,"
‘,—" e =28 —1
—f
e -10
”"
a"’ f"
- ’/
4 /
Application 2 :
cos(3x)

Montrer que lim ——
x—-+00 x° 41
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Cours 6 : (Limite d'une fonction

VI- Limites de fonctions trigonométriques

6ropriété : \
Soit @ un nombre réel.
» lim cosx =cosa » lim sinx =sina » lim tanx =tana si (a¢E+k7r/kEZ).
x>a x>a xX>a 2
. in . n . 1-
>11mu=1 >11mta x=1 >llmﬂ=—.
0 X x—0 x—0 x2 2

S

Remarque :
Les fonctions cos, sin et tan n’admettent pas de limite en +oo0 et —oco.

Application 1 :
Calculer les limites suivantes :

. 2sinx —tanx . sinx . 1—cosx
lim ; lim ; lim ——
x-0 x x-0 tanx x—0 3x

Conséquence :

Soit a un nombre réel non nul.

. sin(ax) _ . tan(ax) _ . 1—cosax) 1
>}cl—r>% x L >}c11>% ax 1 >¥—%W_?'
Application 2 :
Calculer les limites suivantes :
sin(5x) ~ tan(6x) - cos(3x) —1
H m — ) lim B E—
x>0  2x x-0 sin(4x) x-0 X
i
10
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