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Systemes

Contenue Remarques

1. Généralités sur les matrices

Définition :

Une matrice de taille m x n est un tableau de nombres formé de m lignes et n colonnes.
Une telle matrice s'écrit sous la forme :

ai1 Q12 433 Ain
a1 Q2 Q33 azn
An1 Am2 Gns - Qmp

Les nombres a, sont appelés les coefficients de la matrice.

Exemple :
(3 =2 4 . .
A= (1 5 _1) est une matrice de taille 2 x 3.

Définition :

Une matrice de taille # x n est appelée une matrice carrée.

Exemple :

(=2 3 . , .
B = ( 6 7) est une matrice carrée de taille 2.

Définition :

Une matrice de taille 7 x 1 est appelée une matrice colonne.
Une matrice de taille 1 x m est appelée une matrice ligne.

Exemple :

Les coordonnées d'un vecteur du plan est une matrice colonne de dimension 2 x 1.

Propriété :

Deux matrices sont égales si, et seulement si, elles ont la méme taille et ont les coefficients
égaux placés aux mémes positions.

I1. Opérations sur les matrices

1) Somme de matrices
Définition :

Soit 4 et B deux matrices de méme taille.
La somme de A4 et B est la matrice, notée 4 + B, dont les coefficients sont obtenus en
additionnant deux a deux des coefficients qui ont la méme position dans 4 et B.

Exemple :

A:(i _31)etB=(_53 ;g)alorsC=A+B=(iig _i;i&:({ g)

Remarque :

Cette définition montre qu'il n'est possible d'additionner que des matrices de méme taille.
Propriétés :

Soit 4, B et C trois matrices carrées de méme taille.
a) Commutativité : 4 + B=B+ A4
b) Associativité : (4 +B)+ C=A+ (B + ()




2) Produit d'une matrice par un réel
Définition :

Soit A une matrice et kX un nombre réel.
La produit de 4 par le réel k est 1a matrice, notée k4, dont les coefficients sont obtenus en
multipliant tous les coefficients de A par k.

Exemple :

(=2 55 o (2% (=2) ZX&S)_ -4 11
A_(z —Qam“B_ZA_(sz 2x@4)‘(4 —Q

Propriétés :

Soit 4 et B deux matrices carrées de méme taille et deux réels k et k.
a)(k+k"VA=kA+k'A

b) k(A + B) = kA + kB

¢) (kk"A = k(k'A)

d) (kA)B = A(kB) = k(A x B)

3) Produit d'une matrice carrée par une matrice colonne
Définition :

Soit A une matrice carrée de taille » et B une matrice colonne a » lignes telles que :

aqq aqy . Qqp bl

A1 Az ... Qzp b
A= etB=| 2

Apn1 Qp2 -.- Qun bn

Le produit de la matrice carrée 4 par la matrice colonne B est la matrice colonne a n lignes,
notée A x B et égale a :

ap1 X by +ajp; X by+...+ay, X by

AXB = a21Xb1+a22Xb2+...+a2nan

Ap1 X by + ayy X by+...+a,, X by,

Exemple :

A= (_23 i) etB = (i) alors A X B = (—23X><33++51X><44) = (365)

4) Produit de deux matrices carrées
Définition :

Soit 4 et B deux matrices de méme taille.
La produit de 4 et B est la matrice, notée A x B, dont les colonnes correspondent au produit de
la matrice 4 par chaque colonne de la matrice B.

Exemple :
a=(7 Den=(3 7)
alors :

_ _ —2x3+3 —2x(=3)+3x1

AXB:(f QX(i f)=(1;;:é;f 1;}%):251)=(ﬁ EJ

et

_ _ 3x (=2)+(=3)x1 3x3+(=3)x2\ [
BXA:(i f)x(f §V=(:xg4§+1xi Zx;+1x;)=(—3ia)

Remarque :

La multiplication de matrices n'est pas commutative : Ax B+ Bx A4




Propriétés :

Soit A, B et C trois matrices carrées de méme taille et un réel .

a) Associativité : (AxB)xC=Ax(Bx(C)=AxBxC

b) Distributivité : Ax (B+C)=AxB+AxC et (A+B)xC=AxC+BxC
¢) (kA)B = A(kB) = k(A x B)

5) Puissance d'une matrice carrée
Définition :

Soit A une matrice carrée et n un entier naturel.

Le carré de A4 est la matrice, noté 47, égale a 4 x A.

Le cube de A est la matrice, noté 4°, égale 2 4 x A x A.

Plus généralement, la puissance n-iéme de A est la matrice, notée 4", égale au produit de »
facteurs A.

Exemple :

2 0 0
SoitA=(0 1 O |une matrice diagonale.
0 0 4

2 00 2 0 0 2%X2 0 0 22 0 0
Alors4’=[0 1 0]x|(0 1 o]l=( o 1x1 0 |J=l0 12 o0
0 0 4 0 0 4 0 0 4 x4 0 0 42

En effet, on constate aprés calcul que tous les coefficients qui ne se trouvent pas sur la
diagonale s'annulent et que sur la diagonale, les coefficients de 4> sont égaux aux carrées des
coefficients de A.

On peut généraliser cette régle a une puissance quelconque.

25 0 0 32 0 0
Ainsi par exemple,A°=( 0 15 0o |=(0 1 0o |

0 0 45 0 0 1024

Méthode : Utiliser la calculatrice pour effectuer des calculs matriciels

2 3 -3
On veut calculer le carré de la matrice A = < 2 4 5 )
-1 5 -5
I11. Matrice inverse
1) Matrice unité
Définition :

On appelle matrice unité de taille n 1a matrice carrée formée de n lignes et » colonnes :

1 0 0 ... 0
=0 1 0 .0
0 0 0 .. 1

Propriété :

Pour toute matrice carrée 4 de taillen,ona: Ax/ =1/ x A=A

Exemple :
A= (i _42) Alors :
i G DO -6 D




2) Matrice inverse d'une matrice carrée
Définition :

Une matrice carrée A de taille n est une matrice inversible s'il existe une matrice B telle que 4
xB=BxA=1I.
La matrice B, notée A7 est appelée la matrice inverse de A.

Exemple :
... (3 -1 _ 702 02
SmtA_(2 1)etB—(_0’4 0’6)
AXB = (3 —1) ( 0,2 0,2) _ (3 xX02+(-1)x(-04) 3x02+(—1)x 0,6)
2 1 -0,4 0,6/ 2%x02+1x(-04) 2%x024+1x0,6

= 1)

Les matrices A et B sont donc inverses I'une de 1'autre.

Remarque :
Toutes les matrices ne sont pas inversibles.

Propriété :
a b

La matrice A = (C d) est inversible si, et seulement si, ad —bc #0.

Méthode : Calculer l'inverse d'une matrice carrée de taille 2

Calculer I'inverse de la matrice C = (0 2).

1 2
ona: CxC=Lsoit(y 2)x(8 5)=(; 9)
( 2c 2d y\_(1 0
Donc.(a+ZC b+2d)_(0 1)
1
2c=1 c=5 C:é
Et donc : d20 OC:’ 1 &1d=0
atze= a+2x—==0 a=-1
b+2d=1 2 bh=1
b+2x0=1 B

Dot ¢~ = <_11 1)
_ 0 .

2
Propriété :

Soit 4 une matrice carrée inversible de taille » et M et N deux matrices carrées ou colonnes de
taille n. On a :
A X M = N, si et seulement si, M = A" x N

Démonstration :

AXM=N S A'x(AxM)=A"x N

Comme A'x(AxM)=A"'xA)xM=I,x M=M,ona:
M=A"x N

Méthode : Résoudre une équation matricielle
Déterminer la matrice colonne X vérifiant AX = X + B avec 4 = (1 2) etB = (_1).

1 3 2
-Ona: AX=X+B
S AX—-X=8B
s (A-L)X=8B

- Calculons C = A — [, et démontrons que cette matrice est inversible :




c=(; -6 V=G 2)

Or, 0x2—-1x2=-2=0 donc C est inversible.

Ainsi,ona: X =C"'x B.

- Dans la méthode précédente, on a calculé 'inverse C~' de la matrice C :

=7 o)
)<= )=

o0
- Ainsi, X <
Sx+2y=16

2
-1 1 -1x(-1)+1x2
IV. Ecriture matricielle d'un systéme linéaire
4x+3y=17

%x(—1)+0x2

-1
2

1
2

Exemple : On considére le systéme (S) suivant : {

)= () s =),

5x + 2y L. . o )
4x + 3y) et ainsi, le systéme peut s'écrire 4 x X = B.

5 2
4 3

Onaalors:AxX=<

16

Onpose:A=( 17

Propriété :

Soit A une matrice carrée inversible de taille #» et B une matrice colonne a n lignes.
Alors le systeme linéaire d'écriture matricielle 4 x X = 5 admet une unique solution donnée

par la matrice colonne 4 '5.

Démonstration :
Ax X =B Alors X = A'B.

Remarque :
Dans le contexte de la propriété précédente, si 4 n'est pas inversible alors le systéme

correspondant possede une infinité de solutions ou aucune solution.

Méthode : Résoudre un systéme a I'aide des matrices
Sx+2y=16
4x+3y=17

2 X =()es=(

Le systéme peut s'écrire sous forme matricielle : 4 x X = B.
-2

Résoudre le systéme (S) suivant : {

16).

On a vu plus haut qu'en posant A = ( 17

3
En calculant I'inverse de la matrice A,ona A=t =|

4

7
3

7

-2
7
-4 5

L 1)@-0)

Le systéme a donc pour solution le couple (x ; y) =(2 ; 3)

16
17

2
3

Ainsi X = A71B =

7

5
7




