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Nombres complexes

1. L’ensemble des nombres complexes
o T s e =

2. L’ensemble C - L’écriture algébrique
77 Théoréme :

Il existe un ensemble noté C appelé I’ensemble des nombres complexes, il contient
I’ensemble R et il vérifie ce qui suit :

e L’ensemble C contient un élément irréel i qui vérifie i2 = —1.

e Tout ¢lément z de C s’écrit de fagon unique sous la forme z = a + ib ou a et b sont
deux nombres réels.

O Vocabulaires :

e ’écriture z = a + ib s’appelle ’écriture algébrique du nombre complexe z .

e Le nombre a est appelé partie réelle du nombre z qu’on note par Re(z).

e Le nombre b est appelé partie imaginaire du nombre z qu’on note Jm.(z).

e Tout nombre qui s’écrit sous la forme ib est dit nombre imaginaire pur, ct I’ensemble des

nombres imaginaires purs est noté iR.

O Exemples :

zy =5+ 7i,alors Re(z,) =2 etIm(z,) = 7.

z, =1 —1i,alors Re(z,) = 1 etIm(z,) = —1.

z3 =5 ,alors Re(zz) = 5etIm(z;) = 0.

z, = 3i, alors Re(z,) = 0 et Im(z,) = 3 (on a z, est un nombre imaginaire pur)
zs =1 —J§+ﬁ—§+4i,alors7ze(z5) = 1—\/§+x/§—§ et Im(zs) = 4.
& Application @ :

Ecrire sous la forme algébrique les nombres suivants :

Zi=4i—(2+5) et z,=31+)+i(i+1).

77 Propriété : Egalité de deux nombres complexes

O O O O O

Soientz =a +ib et z = a’ + ib’ deux nombres complexes on a :
e z=7z S a=aetb=D>b"
e z=0a=0etb=0.

& Application @ :

Déterminer la valeur des nombres réels a et b dans les cas suivants :
» (1+2)a+b=5—-4i
» 24+iDa+@B-20)b=1+4i
2. Opérations dans C
Les opérations de la somme et le produit de R se prolongent en C et elles ont les mémes
propriétés.
77 Propriété :

Soientz=a+ibetz' =a'+ib'.Ona:
e z+z =(a+ib)+(a’ +ib)=a+b+i(b+Db).
e zxz' =(a+ib) X (a'+ib") =aa’ —bb' +i(ab’ + a'b).
1 1 a—ib a—ib
= = (z+0)

z  a+ib  (a+ib)x(a—ib)  a®+b?

&  Application @:

Ecrire sous la forme algébrique les nombres suivants :
e z,=02+3)(-14+10) o z,=0+V3D)A-V3i) Z3 =1 4 (2 + i)?

1 2431 14
1+i i
—_ — 1+i

O Remarque :

| Pour tout nombre complexe z,ona:z € IR & Im(z) =0etz €IIR & Re(z) = 0.

& Exercice @:
1. Soitz = (x +i)[(x +5) — i(x — 7)] tel que x est réel.
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Déterminer le réel x dans chacun des cas :

a. ZE R
b. z €iR.
c. Im(z) = 2Re(z). _
2. Résoudre dans C les équations suivantes (E;):iZ —1=Z+3i et (Ez):% =1

& Exercice ©:

Soit M un point du plan complexe d’affixe z = x + iy, M’ le point d’affixe z' = ii

1) Ecrire z' sous la forme algébrique.

2) Déterminer 1’ensemble des points M du plan tels que z’ est un nombre réel.

3) Déterminer 1’ensemble des points M du plan tels que z’ est un nombre imaginaire pur.
II. Representation geometrique d 'un nombre complexe

— - =

7. Définitions
Le plan (P) est rapporté au repére orthonormé direct (0; e;; e;).

77 Définition

e Tout nombre complexe z = x + iy tels que x et y deux réels associ¢ a un unique point M,
appelé limage de z, des coordonnées (x,y) et on écrit M(z).

e Tout point M(x; y), le nombre complexe z = x + iy s’appelle P’affixe du point M ct on
écrit z = af f (M).
e Le vecteur U(x; y) s’appelle I’image vectoriel du nombre z = x + iy et le nombre z
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s’appelle Paffixe du vecteur U et on écrit z = af f (U).

le plan complexe
-5 I M(=)
: '
; I
. i 1
= ]
2 . |
O e | } |

& Application @ :
Construire dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0; e;; e3) les points
A(-1+1); B2 —2i) ;C (%i)etD(Z + 20).

77 Propriété :

Soient A(z,) et B(zg) deux points du plan complexe. On a :

® ZA_B’ = Zp — Zy.
e L’affixe du point I le milieu du segment [AB] est S

-"'H‘-',

A

O Démonstration :
On sait que E(xg — Xa; VB — Ya), alors
aff(AB) = (xp —x2) +i(yp —ya) = xp +iyp — (x4 +iys) = 25 — 2,.
& Application ®:
On considere dans le plan complexe les points : A(2i); B(1 —i) et C(3)
~ 1) Déterminer I’affixe des vecteurs AB , AC et 34B — BC.
2) Déterminer I’affixe du point D sachant que ABCD est un parallélogramme.
3) Déterminer I’affixe du point I le centre du parallélogramme ABCD.

2. Colinéarité de deux points
77 Propriété :

Soient A(z4),B(zg)et C(z.) trois points du plan complexe.

Les points A,B et C sont alignés si et seulement si % € R.
C™Z2A

O Démonstration :
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Les points A,B et C sont alignés si et seulement il existe un réel k tel que AB = kAC.

Etona:ﬁ=kﬁ@zB—zA=k(ZC—ZA)<:)iB_§A=kE]R.
C™42A

& Application ©:

On considére dans le plan complexe les points A(4; —6),B(—2;3) et C (—1 ; 3) Montrer

que les points A,B et C sont alignés.
B. Points cocycliques
77 Propriété :

Soient A(z4),B(zg) , c(z¢) et D(zp) quatre points non alignés et deux a deux distincts du

plan complexe.

Les points A, B , C et D sont cocycliques (appartiennent au méme cercle) si et seulement
ZA—ZB

. ZC-z
si:—E2x —2LeR.
ZC—ZB ZA—ZD

&  Application @:
On considére dans le plan complexe les points A(1 + i), B(3 +i),C(2 + 2i) et D(2).
Montrer que les points A,B,C et D sont cocycliques.
III. Conjugué d’un nombre complexe

o
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77 Définition :

Soit z = a + ib, ou a et b sont deux réels.
Le nombre a — ib est appelé le conjugué du nombre complexe z, et on le note par Z.

O Exemples :

) M=)
oz, =5+ 6i,alors Z; =5 — 6i. 71 X
0z, =—1—1i,alors Z; = —1+1i. .
o z3 =i, alors Z3 = —I. 4T T
0 z, = 6, alors Z; = 6. i) N
O Interprétation géométrique : Ol &

Soit z un nombre complexe. - =
Dans le plan complexe, le point M (Z) est symétrique au point

M (z) par rapport a I’axe réel. A== ¥ M=)
77 Propriété :

Soient z et z' deux nombres complexes et n un nombre relatif.
e z+z' =z+7,
o zXz' =zXZ7Z;

e (B)=% @ =0);

vA)

s M) =@"( #0).

O Exemples :

o 2-DA+i)’=0A+)(-2)=2-2i.
1 1 =220
V2i-vZ - —V2—v2i 4
& Application ®:

Soit z un nombre complexe différent de —2i. Simplifier I’expression ﬁ +1i (73_+2zl)
& Exercice @:

On pose z = x + iy ou x et y sont deux réels.
1) a) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe 3iz — Z.
b) Résoudre dans C 1’équation 3iz — z = 8i.
c¢) Déterminer les nombres complexes z pour que 3iz — Zsoit un nombre imaginaire pur.

2) Résoudre 1’équation % = -3+
77 Propriété :

| Pour tout nombre complexe z, On a :
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2 o z+7z=2Re(z)etz—z=2ilm(z).
e ZEIR® zZ=12.
e ZEIIR® z= -2z

& Application @ :

+3i

2 2-3i .
Onpose:u = T StV = 3_—2i Sans calculer u + v et u — v, Montrer que u + v est réel
et que u — v est imaginaire pur.

1IV. Module d’un nombre complexe
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77 Définition

Soit z = x + iy , ou x et y deux nombres réels, un nombre complexe.
Le module du nombre complexe z, est le nombre réel positif noté |z| et qui est défini par :

|z| =Vzz = [x*+ y2.

O Exemples :
‘ 0 |3—4i|=3?+4=v25=5 0 N—il=VI2+12=+2
o lil=+12=1 o |-il=J(-1)?=1 o |§+§i|:1

~ A7 Propriété:

Soient z et z' nombres complexes et n un nombre relatif.
°|z| = |—z| = |z|.
elzxZ'| =|z| X |Z'].

olz+Z'| < |z| + |Z].
z| _ |z|

=== (2" #0).

2l 712’

o| z" |=| z |, (z # 0).

&  Application QO ;
4% Onpose:zy =1+ietz,; =1—ivV3
1) Calculer |z;]| et |z,].

2
2) En déduire le module des nombres suivants :z; X z,,z% et C—l) .
2

O Interprétation géométrique :
Soit M (z) un point du plan complexe tels que z = x + iy. | PR ()
On sait que OM = ||W|| = /x* + y2 Iz
‘ Etona |z| =m. al !
s Alors OM = |z|. T el &
YT A Propriété :

72 | Soient A(z4) et B(zp) deux points du plan complexe. On a : AB = |z — z4] .

&  Application @@ ;

Dans le plan complexe, on considére les points A(—1 + 6i),B(1 + 9i) et C(2 + 4i).
Montrer que le triangle ABC est isoc¢le.
& Exercice @:

Déterminer dans le plan complexe 1’ensemble (E) des points M (z) dans les cas suivants :
a. |z—2+1i| =|z—4i|;
b. |z+i|l=|z—-1+1i|,
e |z—2+41i|l=4;
d liz=2|=|z+1-1i|;,
‘ e lizl=|z+1—il
V. La forme trigonométrique d’'un nombre complexe

¥
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7. Argument d’un nombre complexe ;
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On muni le plan (P) par un repére orthonormé direct (0, e;, ;).
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Soit M (z) un point du plan complexe (P) différent de O. P |V|
On appelle argument du nombre complexe z, la mesure de . 2] |
—_— & i

I’angle orienté (e_l’, oM ) qu’on note par le symbole arg(z). 8 = i x
Etonaarg(z) = 6[2n] (c-a-d arg(z) = 6 + 2kn/k € 7). '
77 Propriété :
Soit z un nombre complexe.
e zER} © arg (2) = 0[2x].
e z€ER! © arg (z) = n|2n].
e zEIR, & arg (2) = 2[27'[].
e z€IR, & arg(z) = —g[Zn].
O Exemples :

oarg (2i) = g[Zn] oarg (V5 —+7) = n[2n]

N _ T
oarg (1++/3) = 0[27] oarg(=2i) = —Z[2n]

77 Propriété :

ok AL

d Ws

Soit z un nombre complexe non nul.

o arg(z) = —arg(z)|2r].
arg(—z)=n +arg(z)|2r].

witilr
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2. La forme trigonométrique d ‘un nombre complexe non nul :
Soit z = x + iy un nombre complexe non nul et 6 son argument.

On sait que cos 6 = %et sin@ = %alors x =|z|cosB ety =|z|sinb.

C.ad. z=|z|(cos@ +i.sin B)
Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe z et on le note par
[Iz[; 8].
O Exemples :
Déterminons la forme trigonométrique des deux nombres complexes z = 2 + 2i et z' =
2 —2i.
& Application O2:
Ecrire sous la forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
e z,=1+4+i/3 e z,=1-1iV/3 o z;=—1-iV3
o z,=—-2V3+2i o zz;=4 o zg=-—7
77 Propriété :

Soient z et z'deux éléments de C*tels que z = [r; 0] etz' = [r';0'] etn € N :

! ! r:r,
. [r,H]—[7"9]‘:’{9=9+2k7t/k€z

e zxz =[r, 0] x[r,0]=[rr,0+6.

1 1 1
* 2T el [?'_9]'

i [T,H] — L _ !
* o= [rr,on rr'e 0 ]

o z"=[r,0]" = [r", no].
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& Application @ :
On consideére z, , z, et zz trois nombres complexes non nuls tels que arg(z;) = g [27] et

_ T
arg(z,) = . [27].
Déterminer I’argument du nombre z3 dans les cas suivants :
Z3 2
o —=z;%
Zy 1
b. 73 Xz, =4z,.

& Exercice ®:
Onposez; =1+ ivV3etz, =1+1i.
1) Ecrire z; et z, sous la forme trigonométrique puis en déduire la forme trigonométrique

5 i
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2

Z
du nombre Z = Z—l
2

2) Ecrire Z sous la forme algébrique.
3) En déduire la valeur de cos ( 2) et sin (i:)

4) Montrer que z2 € R.
B. Angle entre deux vecteurs - Argument d ‘un nombre complexe
77 Propriété :

.i,«,"

i e

Soient A(z4),B(zg),C(z¢) et D(zp) des points du plan complexe. On a :
(1, E) = arg(zg — z4) [27].
. (E TC) = arg (ﬂ) [27].

(AB DC) = arg (ZB ZA) [27].
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& Application O@ ;
On consideére dans le plan complexe les points A(2; 2),B(2; —1),C(4; 2) et D(6; 2).
1) Calculer (E, AC ) , que peut-on déduire ?
2) Calculer (TC, ﬁ) Que peut-on dire de la position des deux droites (AB) et (AC) ?
& Exercice ®:
Dans le plan complexe on considére les points A,B et C d’affixes respectivement z, =
V3 —i,zg = —z4 et z; = \/3 + 3i et soit D le point symétrique de C par rapport a 1’axe
réel.
1 Calculer e 2 puis déduire que les points A,D et C sont alignés.

2) Vérifier que ;ZA = 1-iv3
ZB—Zp 2
3) Montrer que le triangle ABC est équilatéral.

& Exercice @:

On considére les points A, B, C et D d’affixes respectivesa = V3;b = 2 +
iV3;c =2-+3+2i;d=(2-3)i.
Montrer que ABCD est un carré.
VI Representatlon complexe des transformatlons usuelles

e ——"
b A Latranslatzon
Soit tz une translation de vecteur U(zz) et soit M'(z,,/) I'image du point M(z,,) par la
translation t;. Ona: tz(M) = M' & MM’ =1
= ZW =Zy
S zZy — Zy = Zg
= Zy = 2Zy t+ Zy
Cette écriture s’appelle la représentation complexe de la translation t;;.
& Application @O ;

On considére la translation t de vecteur u(—1 + 2i).
1) Déterminer la représentation complexe de la translation t.
2) Déterminer I’affixe du point A’ I'image de A(2i) par la translation t
3) Déterminer I’affixe de B tels que t(B) = B’ et B'(2 — 3i).
. L’homothétie

Soient Q(zg) un point du plan complexe et k un élément de R*. Soit h I’homothétie de
centre () et de rapport k.Soit M'(z,,) I'image de M (z,;) par I’homothétie h. On a :
h(M) =M' < QM' = kQM

Sz = kzgg;

= ZMI —Zo = k(zM — Zg)

Sz =2z +k(zy —2zq)

S zy =kzy+2zo(1—k).
Cette écriture s’appelle la représentation complexe de I’homothétie h.

.6 Cgedis
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& Application @@ :

On considére I’homothétie de centre 2(2 — i) et de rapport 4.
1) Déterminer la représentation complexe de I’homothétie h.
2) Déterminer I’affixe du point A" 1'image de A(1 + i) par I’homothétie h.
3) Déterminer 1’affixe de B ou h(B) = B'et B'(2i).
& Exercice ®:
Connaitre la nature des transformations usuelles suivantes dont la représentation complexe
est comme suit :

~ a. z' =z-—3i.

.i,«,"

i e

b. z'+ 2i = -5(z+ 2i).
e. z'=1-2z.
d. z'=4z-3i.
VII Notatlon exponentlelle Appllcatlons trtgonometrlques

-
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7. Notation exponentzelle d’un nombre complexe
&  Activité :
1) On considére le nombre complexe z = 2+v/2 + 2iv6. Montrer que z = [4\/? ; g]

On écrit z sous la forme z = 4\/§ei§. Cette écriture s’appelle une forme exponentielle du

nombre complexe z.

2) Donner une forme exponentielle des nombres complexes suivants : z; =1 —1i,z, =
2i,z3 = 3+ 3iv3etz, = —3.

77 Définition

Tout nombre complexe z de module r et d’argument 6 s’écrit sous la forme z = re®®. Cette
écriture s’appelle la forme exponentielle du nombre z.

"
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O Exemples :
oel™ =—1,

.31

02e's =2 (cos%ﬂ + isin%”) =2 (cos (n - —) + isin (n - —)) = —V2 +ivV2.
& Application QD ;

57r

1) Ecrire sous la forme algébrique les nombres complexes : z; = 4e 5 etz, =e's.
2) Ecrire sous la forme exponentielle le nombre complexe z = —3 (cos ot isin E)’
77 Propriété :

Soient r,r’, 0 et 0’ des nombres réels. On a :

ele®|= 1.
earg (e!) = 6[2n] .
,eLB = e 0
ereid x r'e‘e’ = rr'el@+6")
L -6 _ 1,10

O=—= = —-e = =@E",

re‘j‘; r r

re” _ T ,i(6-6")

retor €

o (Vn €7Z) (rele) palCiEL

.-'u,:

™

&  Application @@ ;

Onpose:z; =1—1i,2, = 2iet 23 = 3 + 3i+/3. Ecrire sous la forme exponentielle les
nombres suivants : @ = z—3 b=z8etc=-"2

2273
2. Formule de Moivre — Formules d’Euler — Applications
a. Formule de Moivre

Ona:(vn € Z)(VO €R): (ew)n = einf,
Ainsi : (Vn € Z)(VO € R) : (cos(@) + isin(@))n = cos(nf) + isin(no).
Cette égalité s’appelle la_ formule de Moivre.
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77 Propriété (formule de Moivre) :

(vn € Z)(VO € R): (cos(@) + isin(e))n = cos(nf) + isin(no).

& Application @ @:
1) Ecrire par deux méthodes différentes (cos(x) + i sin(x))?sous la forme algébrique.
2) En déduire la valeur de cos(2x) et sin(2x)en fonction de cos(x) et sin(x).
b. Formules d’Euler

e'® = cos(0) + isin(0) (1)

e % = cos(0) — isin(0) (2)
ei9+e—i9

2

‘ . onsait que : (V6 € R)

La somme des deux égalités donne : cos(0) =

elt_o—if

En soustrayant 1’équation (1) de I’équation (2) on obtient : sin(8) = "

Ces deux formules résultantes s’appellent les formules d’Euler.
77 Propriété (formules d’Euler):

gt i o

0, ,—if i6_,-i6
(V6 € R)cos(0) =2 e et sin() = ==
2

2i

& Application @O :

1) En utilisant les formules d’Euler, montrer que ( Vx € R) :(cos(x))? = %cos(Zx) + %
On dit dans ce cas-la qu’on a linéarisé le polyndme trigonométrique (cos(x))?.
2) Linéariser les expressions suivantes sin?(x) et cos3(x).

VIII. Equations de second degrée dans C

iy

77 Propriété :

g

On considére dans C I’équation az? + bz + ¢ = 0 ou a,b et ¢ sont des réels et a # 0.
e Le nombre A = b? — 4ac s appelle le discriminant de I’équation.

: , . . , —-b—Va —b+Va
¢ Si A > 0, alors I’équation admet deux solutions réelles z; = v etz, = ZJ::/_.
. , . ., b

¢ Si A = 0, alors I’équation admet une solution réelle double z, = — Py
¢ Si A < 0, alors I’équation admet deux solutions complexes conjuguées distinctes :z; =

—-b—iv-24 _ —b+iV-4

et Zy = Z1 = .
2a 2a

& Application @@ :
1) Résoudre dans C les équations :
=(E): 2% = —4 "(E,): 22 +2\V3z+4=0 "(E3):22°-3z+2=0
2) On pose p(z) = z3 — 622 + 12z — 16.

a. Déterminer les réels a et b tels que : (Vz € C) p(z) = (z — 4)(z% + az + b).
b. Résoudre dans C . p(z) = 0.

IX. La représentation complexe de la rotation

Soit R une rotation de centre Q(zg) et de mesure d’angle 8, et soit M'(z,,’) 1'image de
QM’' = QM
M (zy) parlarotation R.Ona: R(M) =M' & W = 6[21]
|Zmr — zal = |z — zq
arg (%) = 9[2n]
|ZMI_ZQ.| — 1
lzpm —zql
< MrI—Za\ —
arg (ZM _Zn) = 0[2n]
M —4Q
A ZMI~Z0\ —
arg (ZM _Zn) = 0[2n]
Zy'"20 eif
ZM ~Zq

gt i o
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&z = (zy —29)e'? +zq .
Cette écriture s’appelle la représentation complexe de la rotation R.
77 Propriété :

Soit R une rotation de centre ((z) et de mesure d’angle 8, et soit M'(z,,’) l'image de
M(z,,) par la rotation R. On a : z,,» = (z — zg)e’® + zq.

& Application @2:
1) On consideére la rotation R de centre Q(2 + 3i) et de mesure d’angle g

e. Déterminer la représentation complexe de la rotation R.
b. Déterminer I’affixe du point A’ l'image A(2 — i) par la rotation R.
€. Déterminer I’affixe du point B avec R(B) = B' et B'(—2 — 41).

2) Déterminer I’image du point M (4i) par la rotation de centre O et de mesure d’angle 5?”.
& Exercice @:

On considere la transformation F représentée par : z' = —iz +i — 1.

1) Montrer qu’il existe un point unique M du plan complexe () invariant par la
transformation F. Notons ce point par ) et son affixe par w.

2) Vérifier, pour tout M(z) et M'(z") du plan (P), que :
FM)=M oz —w=—-i(z—w).

3) En déduire la nature de la transformation F.

&  Exercice de synthése : Session Normale 2020

1) On considere dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation
(E):z2 —2(V2+V6)z+ 16 =0
e. Vérifier que A = —4(\/8 — \/E)Z
b. En déduire les solutions de 1’équation (E).
2) 2) On considére les nombres complexes a = (\/5 + \/5) + i(\/g - \/5) ;h=1+iV3
etc =2+ iv2.
. Verifier que bC = a puis déduire que: ac = 4b.
b. Ecrire les deux nombres complexes a et b sous forme trigonométrique.
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e¢. Endéduire quea = 4 (cos (E) + isin (E))
3) Dans le plan complexe est rapport a un repére orthonormé direct (0; U; ¥).On considére
les points B; C et D d’affixes respectives b ; ¢ et d tel que d = a*.
Soit z I’affixe du point M du plan et z’ I’affixe du point M’ image de M par la rotation R de

T
centre O et d’angle o
o) 1
a. Vérifier que z' = Zaz.

b. Déterminer I’image du point C par la rotation R.
¢. Déterminer la nature du triangle OBC.
d. Montrer que a* = 128b et en déduire que les points O; B et D sont alignés.
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