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[. L’ensemble des nombres complexes

1. Définition d’'un nombre complexe

Théoréme
Il existe un ensemble, 'ensemble des nombres complexes, noté C, et qui vérifie :

» C contient I’ensemble R des nombres réels

» C est muni d’'une addition et d’'une multiplication (et donc d’'une soustraction et
d’une division) qui possedent les mémes regles de calcul que dans I’ensemble R

» Il existe, dans C, un nombre non réel noté i et qui vérifie i2 = —1

» Tout nombre complexe z s’écrit de facon unique sous la forme: z =a + ib
ou a et b sont des nombres réels

Remarque :
Ona: NcZcQcRcC

2. Forme algébrique d'un nombre complexe
Définition 1
Pour tout z € C, il existe deux nombresréelsaetbtelque: z=a+ib

» L’écriture a + ib s’appelle la forme algébrique du nombre complexe z

» Le nombre réel a s’appelle la partie réelle du nombre complexe z et on
écrit: a = Re(z)

» Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire du nombre complexe z et
on écrit: b = Im(z)

» Quand a est nul, le nombre complexe z s’écrit z = ib et on dit que z est un
imaginaire pur

» L’ensemble des imaginaires purs est noté iR,etona: iR = {ib; b € R}
Application 1:

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de chacun des nombres
complexes suivants :

z,=3—4i; z,=V24i; 23=8; z,=-2i; z5=3+1i)i
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Proposition 1
Soient z et z' deux nombres complexes

» z=72' & (Re(® =Re(z) et Im(z) =Im(z"))

» z=0 << (Re(z)=0 et Im(z)=0)

Remarque :

»zeER & Im(z)=0

» z€IR & Re(z)=0

Application 2 :

Déterminer le nombre complexe z qui vérifie: 1+ iz =3z + 2i

3. Opérations sur les nombres complexes

Les opérations sur les nombres complexes prolongent naturellement celles que

1'on effectue sur les nombres réels.

Soient z=a +ibetz' = a' + ib’ les formes algébriques deux nombres complexes

Ona:
»z+z' =(@a+a)+i(b+b') »z—z'=(a—-a)+i(b—->b")
» z.2' = (aa’' — bb") +i(ab’ + ba') » kz = ka + i(kb) pourtout k € R
1 a b _
> 7z aZ+b? aZ+ b2 stz#0
z' aa'+bb" ab’' —ba _
)Z—= 7152 +la2+b2 siz#0
Remarque :

Soient a et b deux nombres réels. On a:
» (a+ib)? = a? — b? + 2abi
» (a—ib)? = a® — b? — 2abi

» (a+ib)(a —ib) = a? + b?
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Application 3 :
1. Déterminer les formes algébriques des nombres complexes suivants :

_ _ 3 —2i
z;,=0B+4)(1-2i); z,= T3 :

73 =(4—-30)?%; z,=0+1i)3

2. Résoudre dans C I'équation suivante: z—3 =i(z— 2)

4, Puissances dei:
Activité : Calculer: i*: i°; i®; i7 et i8

Proposition 2
Soitn € N,ona: l-4n =1; l-4n+1 — f l-4n+2 =1 - l-4-n+3 = —i

)

Application 4 :
Déterminer les formes algébriques des nombres complexes suivants :

2%t (A+0%; 1+i+i%+ 412020

II. Interprétation géométrique des nombres complexes

Dans tout ce qui suit, le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé direct
(0,u, V)

1. Représentation géomeétrique d’'un nombre complexe
Définition 2
Soit z = a + ib un nombre complexe ot (a, b) € R?

On lui associe le point M de coordonnées (a, b) dans le repére (0, i, V)

» On dit que M est le point image de z, et on écrit: M(z)

On dit que OM est le vecteur image de z, et on écrit : OM(z2)

» z estappelé’affixe du point M, et aussi I’affixe du vecteur oM
Onnote: aff(M) =zy =z et aff(OTW) =Zop = Z

> Le plan (P) rapporté au repeére (O, u, v ) est appelé plan complexe
» L’axe des abscisses est appelé 'axe réel

» L’axe des ordonnées est appelé I'axe imaginaire
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e l’axe itmaginaire

b=Im(z)

l’axe réel
®

0 i a = Re(z)

Application 5 :

Le plan étant muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V) ;
Placer les points A, B, C, D et E d’affixes respectives :

3+2i; 3-2i; —4-—i; 3i; -2

2. Interprétation géométrique de la somme de deux complexes et
produit d’'un complexe par un scalaire
Etant donné deux nombres complexes de formes algébriques
z=a+ibetz =a +ib’
et M(z) et M'(z) leurs points images dans le plan complexe et k un nombre réel
» Le nombre complexe z + 7’ est représenté par le point S donné par la relation

vectorielle : 0S = OM + OM’ ( c’est-a-dire OMSM’ parallélogramme)

» Le nombre complexe kz est représenté par le point P donné par la relation
vectorielle : OP = kOM

» Le nombre complexe —z est représenté par le point N donné par la relation
vectorielle : ON = —OM (O est le milieu de [MN])
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Proposition 3
Soient A et B deux points du plan complexe et 1 et ¥ deux vecteurs du plan ; alors :

>»A=B < aff(B) =aff(a)
=9 o aff@=aff)

aff i + %) = aff (@) + aff (D)

aff(k.@) = k.aff(@)  ouk estun nombre réel
aff(AB) = aff (B) — aff (A)

aff(A) + aff(B)
2

vV VY VY VY

> aff(l) =

ou I est milieu du segment [AB]

Application 6 :
Soient dans le plan complexe les points: A(1 +i); B(4 + 2i); C(3 —i) et D(—2i)

Montrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme

3. Condition complexe d’alignement de trois points

Proposition 4
Soient A, B et C trois points distincts d’affixes respectives z, , zg et z¢

Zg — Zp
eER

Alors les points A, B et C sont alignés si et seulement si : . .
C —Za

Preuve
A,BetCsontalignés < Ik €R tel que: AB = k.AC

< JkeR telque: zg—zp = k(zc —2zy)

Application 7 :
Soient dans le plan complexe les points : A(2i); B(1+1i)etC(3 —1i)
Montrer que A et B et C sont des points alignés

[II. Conjugué d’'un nombre complexe

Définition 3
Soit le nombre complexe z = a + ib (a et b sont des réels)
Le nombre complexe qu’on note Z et qui est égale a: a — ib, s’appelle le conjugué
du nombre complexe z

Zz=a+ib & Z=a-—1ib
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Interprétation géométrique

Le point M’ d’affixe Z est le symétrique du point M d’affixe z par rapport a I'axe des

réels.
M(z)
a
M'(z)
Exemples :
Le nombre complexe z 5+ 60 —-1-—i [ 12
Son conjugué Z 5—6i -1+ —i 12

Application 8 :
Soit z un nombre complexe

Résoudre dans C I'équation suivante: (E): z= (1 —-i)z+ 3+ 2i

Proposition 5

Soit z le nombre complexe de forme algébrique : a + ib.On a:

NI

> 7=17

» 72+ 7Z = 2Re(z)

> Z€ER © 7=z

» 7.7 = a’® + b?

» z—7 = 2ilm(z)

> Z2€EIR & Z=—z

Proposition 6

Soient z et z’ deux nombre complexe et n un entier naturel non nul. Alors :

> z+72 =747
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Application 9 :

1. Montrer que le nombre complexe u = (2 — 3i)* + (2 + 3i)* est réel

2. Montrer que le nombre complexe u = (1 +i)” — (1 — i)” est imaginaire pur
Application 10 :

Soit z un élément de C avec z = x + iy et (x,y) € R?

1. Donne la forme algébrique de 3iz —Z

2. Résoudre dans C I'équation suivante : 3iz —Z = 8i

3. Déterminer les nombres complexes z pour lesquels 3iz — Z est un imaginaire pur

IV. Module d'un nombre complexe

1. Définition et interprétation géométrique du module
Définition 4
Soit z un nombre complexe de forme algébrique : a + ib.

On appelle module de z, le nombre réel positif, noté |z| défini par:
|z| =Vz.Z =\ a? + b?

Interprétation géométrique
Soit M I'image du nombre complexe z = a + ib ou (a,b) € R?
Ona: |z| = ||W|| = 0OM

Exemples :

|12 —5i] = /122 + (=5)2 = V169 = 13

* |34 5i| =432+ (5)2 =34

- |23 = 243
e |-3i| =3
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Proposition 7
Considérons dans le plan complexe les deux points : A(z,) et B(zg)

Ona: AB= ||K§|| = |zg — Z,|

Application 11 :

Considérons dans le plan complexe, les points : A(1 + 2i), B(—2) et C(—1 + 5i)

Montrer que le triangle ABC est isocele

Application 12 :
Déterminez I'’ensemble des points M(z) dans chacun des cas suivants :

1. |z—2-i|=14
2. |z—1|=z—2i+ 1]
3. |lz—i| <2

2. Propriétés du module

Proposition 8
Soient z et z’ deux nombres complexes. On a :

> |z| =0 & z=0 > |—z| = |zZ|] = |z|
» |z.z2'| = |z|.|Z'| > |z =1z|]" (z#0etn€elZl)
Z, | le ! !/
> | —|=— (z+0) > lz+z'| < |z| + 12|
z| |z]
e Rl R e i i B e e M(z)
A |Z| =O0OM
—a 0 i &
|—z| = OM |z |=0M'
I T,
M"(—z) M'(z)

Application 13 :
Soient z et z’ deux nombres complexestel que: z=1+1i et z' = 1 —i/3

1. Calculer |z| et |Z’|
7 2
2.En déduire le module des nombres suivants : z.z'; z° et (;)
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V. Forme trigonométrique d'un nombre complexe

1. Argument d’'un nombre complexe non nul

Définition 5
Soit z un nombre complexe non nul et M(z) son image.

—

On appelle argument de z une mesure (en radian) de I'angle orienté (u, O_M)) noté

arg(z) et on écrit : arg(z) = (d,OM) [2m]

Remarques:
» Le nombre 0 n’a pas d’argument

» Si 6 unargumentde z (z € C)
alors: 8 + 2km est aussi un argument de z, pour tout k € Z

Application 14 :

1. Représenter les points A(4) ; B(i) ; C(—i) ; D(—3) et E(2 + 2i) dans le plan
complexe
2. En utilisant ces représentions, déterminer un argument des nombres complexes

Zp; ZB; Zc; Zp et Zg

Proposition 9

> z€ R, & arg(z) =0 [2n] » z€RL & arg(z) = m [2n]
T s
> z € iR} & arg(z) = > [27] > Z €iR. < arg(z) = = [27]
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Exemples :
> arg(3i) = % [27] > arg(1+ V3) =0 [2n]
> arg(V3—2) = [2n] > arg(—i) = —g [27]

Proposition 10
Soient z et z'deux nombres complexes non nuls. On a :

» arg(z) = —arg(z) [2n] » arg(—z) = + arg(z) [2m]

> Pourtoutn € Z :

> arg(z.z') = arg(z) + arg(z') [27] arg(z™) = narg(z) [2n]

!

) = —arg(z) [2n] > arg ( Z—) = arg(z') —arg(z) [2m]

Z

1

Z

> arg(

b M (z)

M"(—2) M'(z)

Application 15 :
Soit z; , Z, , Z3 trois nombre complexes non nuls tels que :
T

7 127

arg(z,) = g[Zn] et arg(z,) =

Déterminer I'argument de z; dans les deux cas suivants :

Z3 _
— =z et Z3.7, = 47,
Zy
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2. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul

Proposition 11
Tout nombre complexe non nul z s’écrit de maniere unique sous la forme :

z = r(cos(@) + isin(0)) ou r=|z| et 6 = arg(z) [27]

Définition 6
L’écriture z = r(cos(8) + isin(8)) s’appelle une forme trigonométrique du
nombre complexe z, et on écrit: z=[r;0 |

Remarque :
La détermination d’une écriture trigonométrique d’'un nombre complexe non nul z
est équivalente a la détermination de son module et d’'un de ces arguments.

Pratiquement

Si z=a+ib avec (a,b) € R? — {(0,0)}
a b

alors: r=|z| =+a?®+b? et cos(f) =— et sin(f) =—

|z| |z|

Application 16 :
Donner une forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :

Z1=1+\/§i; Z, = 2—20 ; Z3 = 51 ; Zy = —3

zs = —3 <cos (%) + isin (g))

Proposition 12
Soient z et z'deux nombres complexes non nuls telque : z=[r,0 Jetz' =[1r',0’']
On a les relations suivantes :

» z=1' S r=r et 0=0"[2n]

» Z=[r;—0] » —z=[r;0+m]

> z.z' =[rr';0+6"] » Pourtoutn€Z : z"=[r";nf ]
gap el
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Application 17 :

On considére les nombres complexes: z; = 1+ iV3 et z, =1+

1. Ecrivez les deux complexes z; et z, sous leurs formes trigonométriques,

2
v/
déduire la forme trigonométrique de : z = Z—l
2
2. Ecrivez z sous sa forme algébrique
o 5m ~ (5m
3. En déduire les valeurs exactes de : cos (E) et sin (E)

4. Montrez que z'? € R
3. Angle de deux vecteurs et argument d’'un complexe

Proposition 13
Soient A, B, C et D quatre points deux a deux distincts du plan complexe d’affixes

respectifs z,,zg, Zc et zp. Ona:

(4, AB) = arg(zg — z,) [27]

— —_ Zc — Z

(AB,AC) = arg< c A ) [2m]
Zg — Zp

(AB,DC) = arg ( S ) [27]
Zg — Zp

Application 18 :

1 1 1 1
On considere dans le plan complexe les points : A (E + 5 i) ,B (— 5 + 5 i) ,C(0)

1. Montrer que le triangle ABC est rectangle isocele en C
2. Montrer que le quadrilatere OACB est un carré

Proposition 14
Soient A, B, C et D des points deux a deux distincts du plan complexe d’affixes
respectives z, ,Zg ,Zc et zp. Ona:

>» (AB) // (CD) & arg(ZC_ZD>EO[n]

ZB_ZA
Zc — Z T
> (AB) L (CD) < arg(Z;_ZZ)EE[ﬂ]

» Les points A, B, C et D sont alignés ou cocycliques (appartenant au méme
cercle) si et seulement si :

Zc —Zp 1 —1Ip
( X ER
ZB_ZA ZC_ZD
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Application 19 :
On considere dans le plan complexe les points

A(2+2i),B(2—1),C(4+ 2i),D(6+ 2i)
1. Déterminer une mesure de (ﬁ, E) ; que peut-on conclure ?
2. Déterminer une mesure de (E, ﬁ) ; que peut-on conclure a propos de la
position relative de (AB) et (AC) ?
Application 20 :
On considere dans le plan complexe les points
A(2 —2i),B(—1+ 7i),C(4 + 2i) et D(—4 — 2i)

Montrer que les points A, B,C et D sont cocycliques

Application 21 :
Dans le plan complexe muni d"un repére orthonormé direct (O, U, V)
On considere les points A, B et C d’affixes respectives :
ZA=\/§_i et g = —Zp et ZC=\/§+3L

et D est le symétrique de C par rapport a I'axe des abscisses

v/
1. Calculer . ZD , puis conclure que les points A, D et C sont alignés
A~ Zc

ZC—ZA_l—i\/§
ZB—ZA_ 2

2. Vérifier que :

3. Montrer que le triangle ABC est équilatéral
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VI. Résolution d’équations du second degré a coefficients réels

Proposition 15
Soit @, b et c trois réels, a étant non nul, ainsi que I'équation dans C :

(E): az?+bz+c=0
On note: A = b? — 4ac son discriminant.

» SiA > 0,alors’équation (E) a deux racines réelles distinctes z, et z, données

par

_—b—VA C, bt VA
“17 "4 T,
. S . , ) b
» Si A = 0,alors I'équation (E) a une racine double réelle donnée par: z = — 2a

» SiA < 0, alors I'équation (E) a deux racines complexes distinctes conjuguées
z, et z, données par :

_—b-iv-A . _—b+iv-A
1= 2a =t 20 2a
Application 25 :
1. Résoudre dans C les équations suivantes :
22 =—4 ; 22 +2V3z+4=0 ; 222 —3z24+2=0

2. Onpose: p(z) =z3—6z2+12z— 16

Déterminer les deux nombres réels a et b tel que :
(VzeC): p(z)=(@z—4)(z>+az+b)

Résoudre dans C I'équation p(z) = 0

VII. Notation exponentielle d'un nombre complexe non nul -
Applications trigonométriques

1. Notation exponentielle d'un nombre complexe non nul

Activité :
1. On considére le nombre complexe : z = 2v/2 + 2i/6
s
Montrer que : z = [4\/5,51
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Définition 7

Remarque :

Exemples :

i3m

Application 26 :

Proposition 16

lE
On peut aussi écrire z = 4V2 e'3
exponentielle du nombre z

z=1-—1i

s 72 =210

e '™ = cos(m) + isin(w) = —1

_im
7Z=4e 6

.
)

, cette écriture s’appelle la notation

2. Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

; z=3+3iV3 ;

z=—-3

La forme exponentielle d'un nombre complexe z non nul est :

z =re'® avec r = |z| et = arg(z) [27]

Pour tout réel 8, le nombre e'® est le nombre de module 1 et d’argument 6

Autrement dit: e = cos(0) + isin(0)

3 3
* 2e4 =2 (cos <T> + isin (T)) =—V2+iV2
1. Ecrire sous la forme algébrique les nombres complexes suivant :

2. Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe suivant :
A
z=-3 <cos (7) + isin (7)>

. o'
Soient z =re'? et z’ =r'e'? avec r,r' € R** et 6,0’ € R

> le] =1 > arg(e'?) = 6 [2n] > Z=re 0
> 7.7 = rr'ei0+6") > 1 = le—w > 2 r_ei(e’—e)
Z T Z T
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Application 27 :
Onpose z, =1—1i; z, =2i et z3 =3+ 3iV3

Ecrire sous la forme exponentielle les nombres complexes suivants :

3 +3iV3 1—i
—_— 1-08;
1—1 2i(3 — 3i4/3)

2. Formule de Moivre - Formules d'Euler — Application

2.1. Formule de Moivre

Pourtout n€7Z et 86 € R,ona : (eig)n = eint
Donc (cos(B) + isin(@))n = cos(nf) + isin(noh)

cette égalité s’appelle la formule de Moivre

Proposition 17
Pour tout réel 6 et pour tout entier relatif n on a :

(cos(0) + isin(B))n = cos(n0) + isin(n@) "Formule de Moivre "
Application 28 :
1. Ecrire par deux méthodes (cos(x) + isin(x))2 sous la forme algébrique
2. En déduire que cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)
et que sin(2x) = 2 cos(x).sin(x)
Application 29 :
1. Ecrire par deux méthodes (cos(x) + isin(x))3 sous la forme algébrique

2. En déduire que cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x).sin?(x)
et que sin(3x) = 3 cos?(x).sin(x) — sin3(x)

2.2. Formules d’Euler

Pourtout 8 € R,ona : e =cosf +isinf et e ¥ = cosh —isinf

Donc e +e % =2cosf et el —e i = 2isind
pif 4 o—if pi0 _ p—ib

D § =———— etsin =———
onc Cos 2 et Sin %
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Proposition 18

ei® 4 =0 et — o—if
——— etsin@ =

Pour toutréel 6 : cos@ = > 7 "Formules d’Euler "

Application 30 :

1. Par utilisation des formules d’Euler, montrer que :

2(x) = ~cos(2x) + -
cos®(x) = 7 cos(2x) + 5
On dit que I'on a linéarisé le polyndme trigonométrique cos?(x)

2. Linéariser I'expression : sin?(x)
Application 31 :
1
1. Montrer que : cos3(x) = Zcos(x) + —cos(3x)

1
2. Montrer que : sin3(x) = Zsin(x) — —sin(3x)

VIII. Ecritures complexes des transformations usuelles du plan

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, e7, e;)

1. La translation

M'(2)
Soit t la translation de vecteur : 1(a)

et soit M’'(z") I'image de M(z) par la translation t,
, M(z)
Ona: t(M)=M' < MM' =1u

, U
S z'—z=a 2

= 7' =z24+a o e

Cette écriture s’appelle I'écriture (ou I'expression)

complexe de la translation t de
vecteur u(a)

Application 22 :
Dans le plan complexe on considére la translation t de vecteur u(—1 + 2i)
1. Donner I'écriture complexe de la translation t

2. Déterminer l'affixe de A’ I'image du point A(2i) par la translation t

3. Déterminer l'affixe de B sachant que : t(B) =B’ et B’(2 — 3i)
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2. L’homothétie

Soit Q(w) un point du plan complexe et k une nombre réel non nul.
et soit h I'homothétie de centre Q) et de rapport k.
Soit M’(z") 'image de M(z) par 'homothétie h,on a:
Ona: h(M)=M & aM’ = k QM
S 7 —w=k(z— w)
S 7=w+k(z—-w)

S z2=kz+(1-kw

Cette écriture s’appelle 'écriture (ou I'expression) complexe de 'homothétie h de
centre Q(w) et de rapport k

Application 23 :
On considere 'homothétie h de centre (2 — i) et de rapport 4.

M(z) un point du plan complexe et M’(z") son image par h.
1. Donner I'écriture complexe de 'homothétie h
2. Déterminer I'affixe A’ I'image du point A(1 + i) par I'homothétie h
3. Déterminer I'affixe de B sachant que : h(B)=B’ et B’(6 + 3i)

Application 24 :

Déterminer la nature de chacune des transformations suivantes puis donner ses
caractéristiques :

z' =z7z—3i

z' =3z+2i—4
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3. Ecriture complexe d’une rotation

Soit R la rotation de centre Q(w) et d'angle 8
Soit M’(z") 'image de M(z) par la rotation R.On a:

zZ —w|
. (oM =oMm el
RM) =M’ & {(m’,W)se[Zn] - { 2 Z9) = g [2n]
karg e T
|Z’—(1)|:|Z_(D| I}
Z W
= ' = ¢
2 —w\ Z—
karg< — >=9[27T] 6
Z— W S z'=w+ (z—-w)e

L’écriture: z' = w + (z — w)e® s’appelle 'écriture complexe de la rotation R de
centre Q(w) et d'angle 6

Application 32 :

On considére la rotation R de centre Q(2 + 3i) et d’angle g
M(z) un point du plan complexe et M’(z") son image par R.

1. Donner I'écriture complexe de la rotation R

2. Déterminer I'affixe de A’ 'image du point A(2 — i) par la rotation R

3. Déterminer I'affixe de B sachant que R(B) = B’ et B’(1 + 5i)
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