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I. Dénombrement

1. Cardinal d’un ensemble fini
Définition 1 :
Soit E un ensemble fini et A une partie de E.

Le nombre d’éléments de A est appelé le cardinal de A, noté : Card(A).

Exemple 1 :

® SiA ={a; b;c;d; e}, alors Card(A) = 5.

® Si A ={0;1; 2}, alors Card(A) = 3.

® SiB = {3;6;9;x;y;z},alors Card(B) = 6.

® L’ensemble vide ne contient aucun élément, donc: Card(@) = 0.

2.Le principe fondamental du dénombrement

Si une procédure peut étre découpée en deux étapes,

et qu’il y am facons possibles de réaliser la premiere étape,
et qu’il y a n facons possibles de réaliser la seconde étape,
alors la procédure peut étre accomplie de m X n fagons.

En général on a la propriété suivante :
Propriété 1 :
Si une procédure peut étre découpée en p étapes,

et qu’il y a n; facons possibles de réaliser la premiere étape,
et qu’il y a n, facons possibles de réaliser la seconde étape,

et qu'il y a n, fagons possibles de réaliser la p™me étape,

alors la procédure peut étre accomplie de n; X n, X --- X n,, fagons.

Exemple 2 :
® Un code comporte deux lettres distinctes suivies d'un chiffre non nul.
Combien peut-on former de codes distincts ?

Les trois étapes : choix de la premiere lettre, de la deuxieme, puis du chiffre
offrent respectivement 26, 25 et 9 possibilités.

Le nombre cherché est donc: 26 X 25 X 9 =5 850 codes distincts.

~ 2ime_dnnée Bac PC et ST ~ ~] ~Prof : Bouyguir Taher ~



%ﬁ@ééw 72 . %@/@m/ des /%@é@é&/éw’d

® Combien y a-t-il de numéro de téléphone commencgant par 0663 ... ?

Pour choisir les 6 numéros qui suivent, on a :
10 possibilités pour le premier chiffre
10 possibilités pour le deuxieme chiffre

10 possibilités pour le sixieme chiffre

Le nombre de numéros possibles est :
10 x 10 X 10 x 10 x 10 x 10 = 10° = 1 000 000

3.Arrangements

Définition 2 :
Soit E un ensemble fini de cardinal n.

» Unarrangement avec répétitions de p éléments de E est un arrangement de
p éléments de E non nécessairement distincts.

» Unarrangement sans répétitions de p éléments de E est un arrangement de
p éléments de E tous distincts.

Propriété 2 :
Soit E un ensemble fini de cardinal n.

» Le nombre d’arrangements avec répétitions de p éléments de E est égal a n?.

> Le nombre d’arrangements sans répétitions de p éléments de E se note : A} et est
égal a:
AA=nn-1)(n-2) - n-p+1)

p facteurs

Exemple 3 : Arrangements avec répétitions

Combien de numéros de téléphone a 8 chiffres peut-on former ?

Il s'agit d'une situation d'arrangements avec répétitions puisque l'ordre des chiffres
importe et qu'un numéro de téléphone peut comporter plusieurs fois le méme chiffre.

Avec les notations précédentes, I'ensemble E est constitué des chiffres utilisables
pour composer un numéro de téléphone, i.e. E = {0;1; 2; ---; 9},
etonaalors n = Card(E) = 10.

On s'intéresse aux arrangements avec répétitions de p = 8 éléments de E.
D'apreés le résultat ci-dessus, ily ena 108,
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Exemple 4 : Arrangements sans répétitions

® Le tiercé : une course de chevaux comporte 20 partants.
Combien peut-il y avoir de résultats possibles de tiercés dans 1'ordre ?
Soit E I'ensemble des numéros des chevaux.
On a Card(E) = 20. Un tiercé correspond a un arrangement de 3 éléments de E,
ilyena A3, =20 x 19 x 18 = 6840.

® Quel estle nombre de mots comportant 5 lettres distinctes ? (Sans se préoccuper
du sens des mots)

Il s'agit d'une situation d'arrangements sans répétitions puisque 1'ordre des lettres
importe et que I'on requiert qu'elles soient distinctes.

Avec les notations précédentes, I'ensemble E est constitué des lettres de I'alphabet,
i.e. E={a;b; ---;z}, etonaalors n = Card(E) = 26.

On s'intéresse aux arrangements sans répétitionsde p = 5 éléments de E.

Donc le nombre de mots de 5 lettres distinctes est :
A§6=26><25><24><23><22=7893600.

® Un porte manteau comporte 5 pateres.
De combien de fagons peut-on y accrocher 3 manteaux différents ? (Au plus un
manteau par patere)

Notons P,,..., Ps les 5 pateres.

Chaque rangement peut se voir comme un arrangement de 3 éléments de
I'ensemble E = {P,,..., Ps}. Par exemple, P, P; P, signifie "manteau n°1 sur P,,
manteau n°2 sur P; et manteau n°3 sur P,".

Ily adonc A = 60 rangements possibles.

4. Permutations

Définition 3 :
Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Une permutation des éléments de E est un arrangement sans répétitions des
éléments de E.

Propriété 3 :
Le nombre de permutations d’'un ensemble fini E' a n éléments est le nombre : n!
(factorielle n) défini par:

n=At'=nxm-1)x - x2x1

~ 2ime_dnnée Bac PC et ST ~ -3 . ~Prof : Bouyguir Taher ~
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Convention :

Par convention: 0! = 1.

Exemple 5 :
e De combien de fagons peut-on repartir 7 personnes sur 7 chaises ?

Désignons par p,,p,,...,p; les 7 personnes et posons E = {py,p,,...,P7}.
Une répartition peut se voir comme un arrangement des 7 éléments de E, c'est-a-
dire une permutationde E,ilyena: 7! =7X6X5X4 X3 X 2x1=25040.

e De combien de facons pouvez-vous ranger 10 livres sur une étagere ?

Il s’agit des permutations d’'un ensemble de 10 éléments.
[lyadonc: 10! = 3 628 800 rangements possibles.

e De combien de facons peut-on mélanger un jeu de 36 cartes ?

Il s’agit des permutations d’'un ensemble de 36 éléments.
llyadonc: 36! =~ 3,72 x 10*! facons possibles.

5. Combinaisons - Propriétés des nombres C
51. Les combinaisons
Définition 4 :
Soientn € N* et E un ensemble de n éléments et p un entier vérifiant 1 < p < n.

On appelle combinaison de p éléments de E toute partie (ou tout sous-
ensemble) de E possédant p éléments.

Exemple 6 :

Si:E ={a;b;c} et p=2.
Alors les combinaisons de deux éléments de E sont les parties :

{a; b},{a; c} et {b; c}

Propriété 4 :
Pour tout entier n et tout entier p telque 0 < p < n,ona:

Le nombre de combinaisons de p éléments parmi n éléments est le nombre que
on note par : C?,etona:

p
4, n!

cP="=___ —
p! p!'(n—p)!

n
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Remarque :
° Cfl représente le nombre de facons de choisir p objets parmin

(lordre n’est pas important et il n’y a pas de répétition ).

o Quelques cas particuliers (2 connaitre): Ca=Ci=1 et Ch=Cr '=n

Exemple 7 :
1) Le nombre de comités de 3 personnes que I'on peut élire dans une assemblée de

20 personnes est: C3, = 1 140.

2) Le loto : On tire au hasard 6 boules parmi 49.
Combien de tirages possibles ?

Le nombre de tirages possibles est le nombre de fagons de choisir 6 objets parmi 49,

A%y 49 X 48 X 47 X 46 X 45 X 44

6! 6X5%X4X3x2x1 = 13983816

soit: CSy =

3) Le Poker : Dans un jeu de 32 cartes, on choisit 5 cartes au hasard (ces 5 cartes
s'appellent une "main").
s _ A3
® Nombre de mains total : (3, = i 201 376.
® Nombre de mains qui contiennent exactement 3 as:
Le nombre de facons de choisir 3 as parmi 4 est C2, le nombre de facons de
choisir 2 cartes parmi 28 "non as" est : CZ.

On applique le principe multiplicatif, ce qui donne : C; X C% = 1 512.
® Nombre de mains qui contiennent au moins 3 as : CZ X C%B + Ci X 6%8 =1 540.
5.2. Propriftés des nombres Ch

Propriété 5 :
Pour tout entier n et tout entier p telque 0 < p <n,ona:

> ch=C," (Symétrie)
> Cﬁii =t + Cﬁ“ (Relation de Pascal)

5.3. Triangle de Pascal

Le triangle de Pascal permet de calculer les coefficients binomiaux de la fagon

suivante : pour trouver un certain coefficient, on additionne dans le tableau suivant
les coefficients situés "juste au-dessus” et "juste au-dessus a gauche" entre eux :

~ 2ime_dnnée Bac PC et ST ~ b o ~Prof : Bouyguir Taher~
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Pl o 1 2 3 4 5

n

5.4. Blndme de Newtown

Propriété 6 : Formule du binome de Newton
Pour tous réels a et b et tout entier naturel n non nul,on a:

n
(a+b)"= > ChaP-p"P
p=0

Exemple 8 :

Al'aide de cette formule et du triangle de Pascal, on a:
5
o (a+b)° =ZC§aP-b5‘p
p=0
=C2a% - b® + Cla' - b* + C2a%- b3 + C3a® - b% + Cia*-b' + C2a®- b°
= b> + 5ab* + 10a?b3® + 10a3b? + 5a*b + a®
4
e (a—b)*=(a+(-b))" = z CP aP - (—b)*?
p=0

= Ca’(—=b)* + Cla'(—=b)3 + CZa%(—b)? + Cia’(—b)' + C{a*(—h)°
= b* — 4ab3® + 6a*bh? — 4a3b + a*
o Le coefficient du terme a*h” dans le développement de (a + b)*! est :

Ci = 330.
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Remarque :

e La somme des exposants de a et b est, pour chaque terme, égale a n.

e En raison de leur réle dans cette formule, les nombres C} sont appelés
coefficients binomiaux.

6. Types de tirages

On tire p objets parmi n objets.

Type de tirage Nombre de tirages possible L'ordre
Simultané ck n'a pas d'importance
Successif sans remise AP est important
Successif avec remise nP est important

Exemple 9 :

Une urne contient 10 boules numérotées: 0,1, ..., 9.
On en tire simultanément trois boules.

Le nombre de tirages différents est: C3, = 120.

Exercice :
Un sac contient quatre boules rouges, trois boules noires et trois boules vertes.

On suppose que toutes les boules sont identiques.
1) On tire simultanément trois boules de ce sac.
a. Quel est le nombre des tirages possibles ?

b. Quel est le nombre des tirages possibles contenant deux boules
noires et une verte ?

c. Quel est le nombre des tirages possibles contenant exactement une
boule rouge ?

d. Quel est le nombre des tirages possibles contenant au moins une
boule noire ?

2) Mémes questions pour un tirage successif sans remise.
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II. Expériences aléatoires - Notion de probabilité

1. Parties d’un ensemble
Définition 1 :
Soient A et B deux parties d’'un ensemble E.

» L’ensemble formé des éléments qui sont a la fois dans A et dans B est noté : A N B.
On dit que c’'estl'intersection de A et B et se lit A inter B.

» L’ensemble formé des éléments qui sont soit dans A, soit dans B est noté : A U B.
On dit que c’estlaréunion de A et B et se lit A union B.

> L’ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A est noté : A.
Cestlecomplémentaire de '’ensemble A dans E.

» Sitous les éléments de A sont des éléments de B, on note : A c B.
On dit que A estinclus dans B.

» SiANB =0, onditque A etBsontdisjoints.

EV/

N

Remarque :

» x€(ANB) & (x€eAetxeB)|>» xe(AUB) & (x€Aoux€eB)

>»x€EA o (x€EetxgA) > AUA=E et ANA=0

Exemple 1 :
Considérons les ensembles :

E=1{0;1;2;3;4;5;6;7;8}, A=1{1;3;5;7} et B={0;3;6}

A et B sont deux parties de E tels que :
AnB={3} et AUB={0;1;3;5;6;7}

Onaaussi: A =1{0;2;4;6;8} et B={1;2;4;5;7;8}.
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Propriété 1 :
Soient A et B deux parties d’'un ensemble fini E.
» Ona: Card(AUB) = Card(A) + Card(B) — Card(A n B).

> Si A et B sont disjoints, alors : Card(A U B) = Card(A) + Card(B).

2.Expériences aléatoires

Activité :
On Considere I'expérience suivante :
On lance une seule fois un dé équilibré a six faces numérotées de

1 a 6 et on s'intéresse au résultat apparu sur la face supérieure. , * o [0S
T , . i . LI : .

On ne peut pas prédire exactement quel numéro désignera le dé. Yo
Une telle expérience est appelée expérience aléatoire. ‘ o8l e _ [0
e o o o o

Un résultat possible est appelé éventualité ou issue. o o

L'ensemble des résultats possibles est: {1; 2; 3; 4; 5; 6}. ® @

Cet ensemble est appelé univers des éventualités, on le note généralement ().

Donnons explicitement les parties suivantes de l'univers ().
A : « Le dé désigne un nombre pair ».
B : « Le dé désigne un nombre supérieur strictement a 5 ».
C: « Le dé désigne un nombre impair ».
D : « Le dé désigne un nombre supérieur strictement a 6 ».
E : « Le dé désigne un nombre supérieur ou égale a 1 ».

»0na: A=1{2;4;6},B=1{6},C={1;3;5},D=0 et E={1;2;3;4;5;6} = Q.
» Les parties A, B, C, D et E s'appellent des événements de ().

» L’événement C contient toutes les issues qui n’appartiennent pas a A.
C est appelé événement contraire de A.

» L’événement B contient une seule issue, on I'appelle événement élémentaire.
» L’événement D ne contient aucune issue, on I'appelle événement impossible.

» L’événement E contient toutes les issues, on I'appelle événement certain.

Vocabulaire :
® Une expérience aléatoire est une expérience, dont nul ne peut prévoir avec
certitude quel en sera le résultat, résultat qui dépend en effet du hasard.

® Les résultats possibles d'une expérience aléatoire sont appelés les éventualités
ou les issues de I'expérience aléatoire.

® L'ensemble de toutes les éventualités d'une expérience aléatoire est appelé
l'univers des éventualités, on le note souvent ().
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® Un événement est une partie de l'univers Q.
® Lorsqu'une éventualité w appartient a un événement A, on dit que : @ réalise A.

® Les événements formés d’un seul élément sont appelés événements
élémentaires.

® L'événement () est appelé I’événement certain. (Q se réalise toujours).
® L'événement @ et appelé I’événement impossible. (@ ne se réalise jamais).

® L'événement "A ou B " estl'événement formé des issues qui réalisent I'un au
moins des événements A et B, il est noté A U B.

® L'événement "A et B " est]'événement formé des issues qui réalisent a la fois A et
B, il est noté A N B.

® L’ensemble des éventualités qui ne sont pas dans A constitue un événement appelé
événement contraire de A, noté A.

Ona:ANA=0 et AUA=Q.

® Deux événements qui ne peuvent pas se réaliser en méme temps sont dits
incompatibles. Autrement dit :

Si: ANB =@ alorsles deux événements A et B et sont incompatibles.

Tableau récapitulatif

Notations Langage ensembliste Langage probabiliste
Q Q ={w; wy; w3} ++; Wy} univers des éventualités
{w;} élément de O événement élémentaire
AcQ A une partie de Q A est un évenement
1) ensemble vide évenement impossible
le résultat w est une des
w €A  appartient a A réalisations possibles de A
C=AUB C estréunion de A et B C estI’évenement « A ou B »
C=ANB C est l'intersection de A et B C estl’événement « A et B »
A =B B est complémentaire de A B estI’évenement contraire de A
ANnB=29 A et B sont disjoints A et B sont incompatibles

~ 2ime_dnnée Bac PC et ST ~ ~10 ~ ~Prof : Bouyguir Taher~
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Exemple 2 :
On lance une piece de monnaie équilibrée en |'air.

On regarde si la face supérieure est Pile ou Face.

L'univers des éventualités est: Q = {P; F}, et Card(Q) = 2.

Les événements élémentaires sont: {P} et {F}.

Exemple 3 :
On lance deux fois de suite une piece équilibrée en I'air.

L'univers des éventualités est: Q = {PP; PF; FP; FF}, et Card(Q) = 4.
Les événements élémentaires sont : {PP},{PF}, {FP} et {FF}.

Exemple 4 :

Une urne contient sept boules numérotées de 1 a 7, indiscernables au toucher.
(les boules indiscernables au toucher signifie qu'on ne peut pas les distinguer au toucher ).

On effectue I'expérience aléatoire suivante :

On tire au hasard une boule de I'urne. Cette expérience est une expérience
aléatoire, dont les issues possibles sont 1;2 ;3 ;4 ;5;6;7.

e L'univers associé a cette expérience est: Q) = {1 :2:;3;4:5:6; 7}.

e Soitl'événement A « sortie d'un nombre impair »
Lesissues 1 ;3 ;5:7 réalisent A, alors A = {1 :3:5; 7}.

e Soitl’événement B « sortie d'un nombre pair »
Les issues 2 ;4 ;6 réalisent B, alors B ={2;4;6 }.
Onremarqueque: AUB=Q et ANB =0,
alors B =A (B estl'événement contraire de A).

e Soitl’événement C « sortie d'un nombre supérieur strictement a 6 ».
7 estla seule issue qui réalise C, alors C = {7} qui est un événement élémentaire.

e SoitI'événement D « sortie d'un nombre supérieur ou égala 1 »
Lesissues 1;2;3;4;5;6;7 réalisent D, alors D = () qui est]'événement certain.
e Soit I'événement E « sortie d'un nombre supérieur a 8 »

Aucune issue ne réalise E, alors E = @ qui estl'événement impossible.

e SoitI'événement F « sortie d'un nombre multiple de 3 »
Les issues 3 et 6 réalisent F, alors F = {3; 6}.

e Soit'événement G « sortie d'un nombre pair multiple de 3 »
Les issues qui réalisent G sont les issues réalisant a la fois les événements B et F,
alors: G=BnNF={6}.
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e Soit'événement L « sortie d'un nombre pair ou multiple de 3 »
Alors: L=BUF ={2;3;4;6}.

On remarque que B N C = @, donc B et C sont incompatibles.

3. Notion de probabilité

Activité :
On a simulé n lancers d'un dé équilibré a si faces, numérotées de 1 a 6, et on a noté
le nombre d'apparition du nombre 4.

Le tableau ci-dessous résume les résultats obtenus.

Le nombre de lancers n 10 | 50 100 | 500 | 1000 | 10000 | 100000
Le nombre d'apparition du nombre 4 3 110 19 76 161 | 1681 | 16649

Les fréquences d'apparition du nombre 4 | 0,3 | 0,2 | 0,19 | 0,152 | 0,161 | 0,1681 | 0,16649

On remarque que les fréquences d'apparition du nombre 4 se rapprochent de

1
0,166 = 3 lorsque n est assez grand.

On dit que : le nombre 4 a une chance sur 6 d'étre désigné par le dé, et la probabilité

1
que le dé désigne le nombre 4 est % et on écrit : p({4}) = rx

On procede de la méme maniere et on trouve :

1 1 1 1 1
=2, p@H=z, p@BH=¢, pGYH=¢, pleH=¢

On remarque aussi que tous les événements élémentaires de QQ ont la méme

6
probabilité, et que : p({1}) + p({2}) + p((3)) + p({4D) + PUSH +p({6) == = 1.

Définition 2 :
Soit Q) = {wl ;o ;e ;wn} I'univers d'une expérience aléatoire avec n € N*.
» Lorsque les fréquences de chaque événement élémentaire {wi } se stabilisent
autour d'une valeur p;, alors p; est appelée laprobabilité de {wi } et on écrit
p({w;}) = p; avec: py+p, +-+p, = 1.

> Pour tout événement A inclus dans (, on définit p(A) comme la somme des
probabilités des événements élémentaires qui définissent A, ce qui veut dire que :

Si A={wy;wy; swi), alors: p(A) = p({wi}) + p{{wz}) + -+ p({wid).
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Exemple 5 :
On lance une seule fois un dé équilibré a six faces numérotées de 1 a 6.
Calculons la probabilité des événements suivants :

A :"le dé désigne un multiple de 5 ".

B:"le dé désigne un multiple de 3 ".

C:"le dé désigne un nombre pair ".

D:"le dé désigne un nombre supérieur ou égala 3 ".

Ona: A={5},B={3;6} ,C={2;4;6} et D={3;4;5;6}.
1
Donc: p(A) =p({5h) = ¢

1 1 1
p(B) =p({3;6}) =p({3}) + p({6}) = cte=3
1 1 1
p(C) =p({2;4;6)) = p({2) +p(@4) +p(E) =+ -+ =

p(D) =p({3;4;5;6}) = p({3) +p({4}) + p({5}) + p({6}) =

Propriété 2 :
Soient A et B deux événements d'un univers des issues ), On a :

D N

» La probabilité de I'événement impossible est 0: p(@) = 0.

» La probabilité de 'événement certainest 1: p(Q) = 1.

» La probabilité de I'événement A est un nombre comprisentreO0et1: 0 < p(A) < 1.
> p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB)

»Si ANB =0 alors: p(AUB) =p(A) + p(B).

> La probabilité de 'événement contrairede Aest: p(A) =1 —p(A).

Tableau récapitulatif

Parties de () Vocabulaire des évenements Propriété

A A évenement quelconque 0<pA) <1

%, événement impossible p(@) =0

Q Evénement certain p(Q) =1

A; B A et B quelconques p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB)

ANB=0 A et B sont incompatibles p(AUB) =p(A) + p(B)

A A est'événement contraire de A p(A) =1-p(A)
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4,L'hypothese d'équiprobabilité

Définition 3 :
Onditqu'ilyaéquiprobabilité quand tous les événements élémentaires ont la
méme probabilité.

Exemples de situations d'équiprobabilité:
» Lancer une piéce de monnaie non truquée une ou plusieurs fois,
» Lancer un dé équilibré ou non pipé une ou plusieurs fois,
» Tirer au hasard des boules indiscernables au toucher,

» Choisir au hasard une ou plusieurs personnes.

Propriété 3 :
Soit Q I'univers d'une expérience aléatoire.

Dans une situation d'équiprobabilité on a :
1

» La probabilité d'un événement élémentaire est égale 3 : ————
P 5 Card(Q)

» La probabilité d'un événement A est égale a :

_ Card(A) nombre de cas favorables
~ Card(Q) nombre de cas possibles

p(A)

Application 1 :
Un sac contient quatre boules jaunes numérotées 1,1,1,2 et trois boules rouges
numérotées 1,1,2 et deux boules vertes numérotées 1,2 indiscernables au toucher.

On considere I'expérience suivante :

On tire au hasard simultanément trois boules du sac.
1) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : " Tirer trois boules de méme couleur ".
B : " Tirer trois boules portant le méme numéro ".
C: " Tirer exactement une boule verte ".

D : " Tirer au moins une boule verte ".

2) Calculer: p(ANnB) et p(AUB).

~ 2¢me_Année Bac PC et SVT ~ ~14 ~ ~Prof : Bouyguir Taher ~



%ﬁ@ééw 72 . %@/@m/ des /%@é@é&/éw’d

Application 2 :
Une urne contient sept boules jaunes et quatre boules rouges.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire successivement et sans remise deux boules de l'urne.
1) Déterminer les probabilités des événements suivants :
A : " Tirage de deux boules jaunes ".
B : " Tirage de deux boules de méme couleur ".
C: " Tirage de deux boules de couleurs différentes ".
D :" La premiere boule tirée de couleur jaune ".
E : " Tirage d’au moins une boule jaune ".

2) Calculer p(BNE) et p(BUE).

III. Probabilité conditionnelle

Les probabilités conditionnelles prennent en compte les informations concernant
'issue d’'une expérience qui modifient la probabilité des événements liés a cette

expérience.

Si je jette un dé non truqué, la probabilité d’obtenir un 6 est de %.

Si je lance ce méme dé, qu'une tierce personne me cache le résultat et me dit « j’ai vu
que le résultat est pair », la probabilité de I'événement « avoir un 6 » change.

Je sais que les issues possibles se réduisent maintenant aux nombres 2, 4, 6.

La probabilité d’obtenir un 6 devient donc §

On dit que la probabilité d’obtenir 6, sachant que le nombre obtenu est pair, est de %

Définition :
Soit Q I'univers d'une expérience aléatoire muni d'une probabilité p.
Soient A et B deux événements de Q tel que : p(A) # 0.
» On appelle probabilité conditionnelle de I'’événement B sachant que A est

réalisé, le réel :
p(ANB)

p(A)
> Leréel p,(B) se note aussi p(B/A) et se lit aussi probabilité de B sachant A.

pa(B) =
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Exemple :
Lors d'un sondage,
50% personnes des interrogées déclarent pratiquer un sport régulierement
et 75% des personnes interrogées déclarent aller au cinéma régulierement.
De plus, 40% des personnes déclarent faire du sport et aller au cinéma régulierement.

On interroge a nouveau une de ces personnes au hasard, et on considere les
événements :
S « la personne interrogée pratique un sport régulierement »
et C « la personne interrogée va au cinéma régulierement ».

On cherche a calculer la probabilité que la personne pratique un sport
régulierement sachant qu'elle va régulierement au cinéma.

Ona: p(C)=0,75 et p(SNC) = 0,4.

p(SNC) 04
p(C) ~ 075

Donc: pc(S) = 0,53.

Application 3 :
Une urne contient cinq boules noires numérotées 1,1,1,1,2
et deux boules jaunes numérotées 1,1

On tire au hasard simultanément deux boules ( les boules sont indiscernables au toucher).
On considére les deux événements :
C: " Tirer deux boules de méme couleur".

N : " Tirer deux boules portant le méme numéro".

Calculer: pyx(C) et pc(N).

Remarques :
® Généralementona: p,(B)# pg(A).

Card(AN B)

e Dans une situation d équiprobabilité,on a : PA(B) = Card(A)

Propriété : formule des probabilités composées
Pour tout événement A et B de probabilité non nulle, on a:

P(ANB) = p(A) X pa(B) et p(AnB) =p(B) X pg(A)

Propriété : formule des probabilités totales
Pour tout événement A et Btel que 0 < p(A) < 1,ona:

p(B) = p(A) X pa(B) + p(A) x pz(B)
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Application 4:
Dans un magasin d’électroménager, on s’intéresse au comportement d’'un
acheteur potentiel d'un téléviseur et d'un magnétoscope.

La probabilité pour qu’il achéte un téléviseur est de 0,6.

La probabilité pour qu’il achete un magnétoscope quand il a acheté un
téléviseur est de 0,3.

La probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope quand il n’a pas acheté de
téléviseur est de 0,2.

1) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte un téléviseur et un magnétoscope ?
2) Quelle est la probabilité pour qu’il achete un magnétoscope ?
3) Le client achete un magnétoscope. Quelle est la probabilité qu’il achete un

téléviseur ?

Application 5:
On dispose de deux urnes U; et U, indiscernables.
U, contient 4 boules rouges et trois boules vertes,
U, contient 2 boules rouges et 1 boule verte.

On choisit une urne au hasard et on tire une boule de cette urne.
Calculer la probabilité pour qu’elle soit rouge.

IV. Indépendance

1. Evénements indépendants

Définition 1 :
Soient A et B deux événements.
A et Bsont dits indépendantssi: p(ANnB) =p(A) X p(B).

Propriété 1 :

Soient A et B deux événements de probabilités respectives non nulles.

> A et B sontindépendants si et seulement si p,(B) = p(B).
> A et B sontindépendants si et seulement si pg(A) = p(A).

Remarque :

A et B sont indépendants si et seulement si la probabilité de B sachant A est égale a

la probabilité de B. Ceci équivaut a dire que la réalisation ou la non réalisation de
I’événement A n’a pas d’influence sur la probabilité de I'événement B et vice versa.
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Exemple 1 :
Une urne contient 2 boules noires et 8 blanches et donc 10 boules au total.

On tire deux boules de cette urne.
On note A I'événement « la premiére boule tirée est noire »
et B'événement « la deuxieme boule tirée est noire ».
e Sile tirage de ces deux boules s’effectue successivement avec remise de la boule
tirée dans I'urne, la probabilité de B est 110 et ceci quelle que soit la couleur de

la boule tirée en premier.

Dans cette situation les événements A et B sont indépendants.

e Sile tirage de ces deux boules s’effectue successivement sans remise de la boule
) 2 L4 2 . =\ L4 1
dans l'urne, la probabilité de B est 5 Si la premiere boule tirée est blanche et 5
si la premiere boule tirée est noire.

La probabilité de B varie en fonction de la réalisation ou de la non réalisation de
I'événement A.

Dans cette situation les événements A et B ne sont pas indépendants.

Application 6:
On extrait au hasard un jeton d’un sac contenant six jetons :

trois rouges numérotés 1, 2 et 3,
deux jaunes numérotés 1 et 2,

et un bleu numéroté 1.
On désigne respectivement par R, U et D les événements :
R «le jeton estrouge » , U «le numéro est 1 » et D «le numéro est 2 ».

1) Les événements R et U sont-ils indépendants ?

2) Les événements R et D sont-ils indépendants ?

2.Epreuves indépendantes - Répétition d’'une épreuve
Définition 2 :
On considere expérience aléatoire constituée de plusieurs épreuves successives.

Si les issues d’'une épreuve n’'influent pas sur les résultats des épreuves suivantes,

on dit que I'expérience aléatoire est constituée d’épreuves indépendantes.
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Exemple 2 :
e Les expériences suivantes sont constituées par des épreuves indépendantes. £ )

v" Jet d’'une piéce de monnaie 100 fois successives.
( chaque jet de la piece est une épreuve ) p”

v' Jet d’'un dé 13 fois successives. o
( chaque jet du dé est une épreuve ) g &

v Tirage de 20 boules successivement et avec remise parmi 4 boules.
( chaque Tirage d’'une boule est une épreuve ).

e [’expérience suivante
« Tirage de 3 boules successivement et sans remise parmi 8 boules »

n’est pas formée par des épreuves indépendantes.

Propriété 2 :
Soit A un évenement de probabilité p lors d’'une épreuve aléatoire, et n € N*.

Lorsqu’on répete cette épreuve n fois de manieres identiques et indépendants,

alors la probabilité que I'évenement A soit réalisé k fois exactement est :

Ckxpkx(1—-p)"* ou ke{1;2; ..;n}

Exemple 3 :
On lance 8 fois un dé cubique bien équilibré.

v" La probabilité d’obtenir « le numéro 5 » trois fois exactement est :
(3 x(1-3) =sox(2) x(2) =25~ 0104
87 \6 6/ 6 6/ ~ 6
v’ La probabilité d’obtenir « le numéro 5 » une fois exactement est :
- (1)1 (1 1)8'1 o 1 (5)7 8 x 57 0372
X({=] X(1—= =8X=X|=] = ~
7 \6 6 6" \6 68 ’

v’ La probabilité d’obtenir « le numéro 5 » huit fois exactement est :

8-8 8 0

c8x(1)8x(1 1) —1><<1> ><<5> _ 1 00000006
8" \6 6 - 6 6) 68

Application 7:
On lance 7 fois une piece de monnaie bien équilibrée.

1) Quelle estla probabilité d’obtenir « Pile » trois fois exactement ?

2) Quelle est la probabilité d’obtenir « Pile » cinq fois exactement ?
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V. Les variables aléatoires

1.Variable aléatoire

Introduction :
On considere I'expérience aléatoire :
Lancer une seule fois dans I'air un dé non pipé a six faces numérotées de 1 a 6.

L'univers associé a cette expérience est: Q = {1; 2; 3;4;5;6; 7}.
On considere le jeu suivant :
* ala sortie d'un nombre pair, on gagne 2 points.
* ala sortie du nombre 1, on gagne 3 points.
* ala sortie du nombre 3 ou 5, on perd 4 points.
On note X le gain ou la perte apres la fin du jeu.
Ainsi : X prend la valeur 3 a la sortie du nombre 1,
X prend la valeur 2 a la sortie des nombres 2 ou 4 ou 6,
X prend la valeur —4 a la sorte des nombres 3 ou 5.
X est appelé la variable aléatoire définie sur l'univers (.
Les réels —4, 2 et 3 sont appelés les valeurs prises par la variable aléatoire X.
On écrit généralement: X(Q) = {—4;2;3}.
L'événement {3; 5} est noté (X = —4)
L'événement {2; 4; 6} est noté (X = 2)
L'événement {1} est noté (X = 3)
Calculons: p(X=—4),p(X=2) et p(X = 3).

Ona: (X = 4)_Card(X=—4) 2 1
na: pX=-4H=—= T "6 3

CardX=2) 3 1
et pX=2)= Card(Q) ~6 2
Card(X=3) 1
et pX=3)= Card(Q) ~ 6

En calculant ces probabilités, on dit qu'on a défini la loi de probabilité de la
variable aléatoire X.

On peut résumer ces résultats dans le tableau ci-dessous :
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W] =
[
AN =

p(X =x;)

+

W =
N =
_|_

Onremarqueque: pX=-4)+pX=2)+pX=3)=

Définition 1 :
Soit Q) 'univers d’'une expérience aléatoire.

» Unevariable aléatoire réelle définit sur Q est une fonction X définie sur Q a
valeurs dans R.

» L’ensemble X(Q) = {x;; x,; ...; x,} des valeurs prises par X s’appelle le support de
la variable aléatoire X.

» L'événement « X prend la valeur x; » est noté (X = x;) pout touti de {1; 2; ... ;n}.
» La probabilité de I'événement (X = x;) est notée p(X = x;).

» Définirlaloi de probabilité de la variable X, c’est associer a chaque valeur x; la
probabilité de I'événement (X = x;), pout touti de {1; 2; ... ;n}.

On résume généralement la loi de probabilité de la variable aléatoire X dans le
tableau suivant:

xi x1 xZ xn

pX=x) |[pX=x) |pX=2x;) p(X = xp)

Etona: pX=x) +pX=x)+ +pX=x,) =1

2.Espérance mathématique - Variance - Ecart-type
Définition 2 :
Soit X une variable aléatoire et X(Q2) = {x; x5; ...; X, } son support.
On pose: p(X = x;) = p;, pour tout i de {1; 2; ... ;n}.

» On appelle Espérance mathématique de X, le nombre réel donné par la
formule :

n
E(X)=Zpi-xi=p1-x1+p2-x2+ v T DRt Xp
i=1
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» On appelle Variance mathématique de X le nombre réel positif :
2
VOO = ) pi- (3 — EX)
i=1
2 2 2
=p; - (xl — E(X)) +p,- (xz - E(X)) + .. +p,- (xn — E(X))
> On appelle Ecart-type de X le nombre réel positif : 6(X) = \/V(X).

Propriété :

La variance est également donnée par la formule : V(X) = E(X?) — (E(X))2

avec: E(X?) —Zpl F=pxltp,xi+ .+ py X2
Exemple :
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par le tableau :
1 3 3 1
X = x; — — - _
p( i) 5 3 3

= L’espérance mathématique de X est :
E(X)—1><0+3><1+3><2+1><3—3
8 8 8 8" "~ 2

= Lavariance mathématique de X est :

1 3\ 3 3\ 3 3\ 1 3\2

B0 =5x(0-5) +5x(1-3) +3%(2-3) +5%(3-3)
1 9 313119 2
“g*atg*3tg*3ts*173

= L’écart-type de X est :

o(X) =V(X =\/§=§

Application 8:
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par le tableau :

1 5 5
X = x; — — —
p( i) c 5 5

Calculer I'espérance mathématique, la variance mathématique et I'écart-type de
la variable aléatoire X.
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Application 9:
Une urne contient 6 boules bleues, 3 boules rouges et 2 boules vertes,
indiscernables au toucher.

On tire simultanément et au hasard 3 boules de I'urne.
1. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : « Les boules sont toutes de couleurs différentes »
B : « Les boules sont toutes de la méme couleur ».

2. On appelle X la variable aléatoire qui, a tout tirage de trois boules, associe le
nombre de boules bleues tirées.

a. Etablir la loi de probabilité de X.

b. Calculer I'espérance mathématique de X.

VI. Loi Binomiale

Activité :
> Protocole de I'expérience : On lance un dé parfait, quatre fois de suite et on
s'intéresse au nombre de fois ou le numéro 6 est sorti lors des quatre lancers.

Il s'agit donc de répéter quatre fois la méme épreuve : lancer d'un dé.
Pour cette épreuve, seules deux issues nous importent :
e « sortie du numéro 6 » appelé « succes », que nous noterons S,
e son événement contraire S, appelé « échec ».

On suppose les lancers indépendants et I'expérience peut alors étre représentée
par un arbre pondéré dessiné ci-dessous.

Lancer 1 Lancer 2 Lancer 3 Lancer &

[ ~

nl
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» Issues de I'expérience : Une issue est une liste de quatre lettres prises dans
'ensemble {S; S}, par exemple (S;S;S; S), est représentée par un chemin.

» Variable aléatoire : On note X la variable aléatoire indiquant le nombre de
réalisations de S durant les quatre épreuves successives.

L'objectif de cette activité est de définir la loi de probabilité de X.
1. Quelles sont les valeurs prises par X ?
2. Complétez I'arbre en indiquant les probabilités sur chacune des branches.
3. En utilisant I'arbre, répondez aux questions suivantes :
a) Calculez p(X = 0) puis p(X = 4).
b) Calculez p(X = 1) puis p(X = 3).
c¢) Calculez p(X = 2).
d) Dressez le tableau de la loi de X.
Définition :
On considere 'expérience aléatoire ou on s'intéresse uniquement aux deux
événements S (succes) de probabilité p et S (échec) de probabilité 1 — p.

On répete dans les mémes conditions et indépendamment n fois cette expérience.

La loi de probabilité de la variable aléatoire, qui est égale au nombre k de succes
obtenus, est appeléelaloi binomiale de parameétres n et p.

Cette loi est définie par:

pX=k)=Ckp*-(1—-p)"* avec k€e{0;1;2; ..;n}

Propriété :
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres n et p.

ona: EX)=np; VX)=np(1-p) et o(X)=np(1-p)

Application 10 :
On lance trois fois une piece de monnaie équilibrée.
Soit X le nombre de fois que 'on obtient : " Face ".

1. Faire un arbre illustrant cette situation.
2. Donner la loi de probabilité de X.
3. Calculer E(X) et o(X).
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Solution Application 1 :

1) Calculons le nombre des issues possibles.

L'univers associé a cette expérience aléatoire est I'ensemble
des combinaisons de trois boules parmi les neuf boules
contenues dans le sac.

Donc le nombre des issues possibles est : Card(Q) = C3 = 84

* (Calculons la probabilité de I'événement : A " tirer trois boules de méme couleur "

L'événement A est réalisé lorsqu'on tire trois boules jaunes ou trois boules rouges.

Card(A) 5

Donc : Card(A) = C? + C3 = 5, par suite p(A) = Card() ~ 84

* Calculons la probabilité de I'événement : B " tirer trois boules portant le méme
numéro "

L'événement B est réalisé lorsqu'on tire trois boules qui portent le numéro 1 ou

trois qui portent le numéro 2.

Donc : Card(B) = CZ + C3 = 21 te p(B) = dB) _ 21 _
ones tardiB) =te T Ly = 2%, palsulte B = Card(q) ~ 84

1
4
* Calculons la probabilité de I'événement C " tirer exactement une boule verte ".

L'événement C est réalisé lorsqu'on tire une boule verte et deux boules non vertes.

Donc : Card(C) = C} x CZ = 42 ite p(c) = d© _42 1
one At - b2 b7 =R, PATSURE PRM T hard(@) ~ 84 2

* Calculons la probabilité de I'événement D " tirer au moins une boule verte ".

L'événement contraire de D est: D " aucune boule tirée n'est verte ".

L'événement D est réalisé lorsqu'on tire trois boules non vertes.

Card(D) 35 5

Donc : D)=C3= ' D)= —<==—
onc: Card(D) = C; = 35, par suite p(D) Card(Q) 84 12

o — 5 7
Ainsi : p(D)—l—p(D)_l—E_E

2) * Calculons p(ANB):

L'événement A N B est réalisé lorsqu'on tire trois boules jaunes portant le numéro 1.
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Card(ANB) 1
Card(Q) 84

Donc: Card(ANB) = C3 = 1,parsuite p(ANB) =

* Calculons p(AUB):
On saitque: p(AUB) =p(A) +p(B)—p(ANnB)

5 21 1 25
Donc: p(AUB):8_4+8_4_8_4:8_4

Solution Application 2 :

1) Calculons le nombre des issues possibles.

L'univers Q est I'ensemble des arrangements sans répétitions de deux boules
parmi les onze boules contenues dans 'urne.

Donc le nombre des issues possibles est Card(Q) = 42, = 110

s 1 Nis g Card(A) AZ2 42 21
* La probabilité de I'événement Aest: p(A) = Card(Q) = =1{0" &5
11

el 1 i s Card(B) A%+ A% 54 27
* La probabilité de 'événement B est: p(B) = Card() =~ = 71{0"z=
11

e événement C estl'événement contraire de B.

— 27 28
Donc la probabilité de I'événement Cest: p(C) =p(B)=1-p(B) =1— T~ Ec
Card(D) A;XxAj, 70 7

* La probabilité de I'événement D est: p(D) = Card(@) ~ A%, 110 =11

Card(E) 247 xA;+A5 98 49

* La probabilité de I'événement E est : p(E) =

Card(Q) A2 110 55
. "y 21
2) Lévénement BN E estl'événement A, donc : p(BnE)zp(A)zﬁ
Ona: p(BUE) =p(B) + p(E BNE —27+49 21—
na: p(BUE) = p(B) +p(E) ~p(BNE) = z=+ = — == =

Doncl’événement B U E est]'événement certain.

Solution Application 3 :

On a:l'événement C " Tirer deux boules noires ou deux boules jaunes "

Card(C) C2+C? 10+1 11

D H = — — =
onc : p(C) = =3 CZ 21 21
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Ona:l'événement N : " Tirer deux boules portant le nombre 1"

Card(N) CZ 15

Donc: p(N) = ——2 =26 — 22
onc: p(N) = =3 @) cZ 21

Ona:l'événement C N N: " Tirer deux boules noires portant le numéro 1 ou deux
boules jaunes portant le numéro 1"

Card(CNN) CZ+C} 6+1

Donc: p(CNN) = —= 0@y~ cz 21

1
3

La probabilité de tirer deux boules de la méme couleur sachant qu'elles portent

p(CAN) 7 15 7

le méme numéro, est : py(C) = M 21721 =T

La probabilité de tirer deux boules portant le méme numéro sachant qu'elles sont de
p(CAN) 7 11 7

méme couleur,est : pc(N) = Q) "2 2111

Solution Application 4 :

On note : TI'événement « le client achete un téléviseur »
et M I'événement « le client achéte un magnétoscope ».

L’énoncé fournit :
La probabilité pour que 'acheteur achete un téléviseur est p(T) = 0,6.

La probabilité pour que I'acheteur achete un magnétoscope quand il a
acheté un téléviseur est pr(M) = 0,3.

La probabilité pour que I'acheteur achete un magnétoscope quand il n’a pas
acheté de téléviseur est p5(M) = 0,2.

En utilisant la probabilité de I'événement contraire, on a :

_ 0,37 M
p(T)=1-06=0,4 0677
pr(M)=1-0,3=0,7 0, M
pr(M)=1-0,2=0,8 N - 0,

ce que 'on peut traduire par I'arbre de probabilités suivant : T 0 m

1) En appliquant la formule des probabilités composées, la probabilité pour que
I'acheteur achete un téléviseur et un magnétoscope est :

p(TNnM) = p(T) X py(M) =0,6 Xx0,3=0,18
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2) En appliquant la formule des probabilités totales, la probabilité pour qu’il
achete un magnétoscope est :

p(M) = p(T) x pr(M) + p(T) X pr(M) = 0,6 X 0,3 + 0,4 X 0,2 = 0,26
3) On demande de calculer: py(T)

p(TNM) 0,18
p(M) ~ 026

pm(T) = 0,69

Solution Application 7 :

1) La probabilité d’obtenir « Pile » trois fois exactement est :
x(3) x(1-2) =3sx(2) x(2) =2~ o7
77\2 2) T 2 2) T 277
2) La probabilité d’obtenir « Pile » cinq fois exactement est :

ix(3) x(1-3) =21x(3) x(3) = 2= 016t
X|=] X{1—= =21x(=) X|=) ===
77\2 2 2 2 27

Solution Application 8 :

= L’espérance mathématique de X est :

E(X)—1><O+5><1+ > ><2—10
6 9 18 9

= La variance mathématique de X est :
E(X)—1><<O 102+5><<1 10>2+5x<2 10)2
6 9 ) 9 9 18 9
1 100 5 1 5 64 35
= X—+ =Xt =X =—
6 81 9 81 18 81 81
= L’écart-type de X est :
35 35
oX) =yVX) = 81- 9
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