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Le produit scalaire dans le plan

1. Expression analytique du produit scalaire

Rappel
Formule trigonométrique du produit scalaire
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Activité @

s
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Soit ABC un triangle rectangle en B tel que AB = 2 ;BC = 2 ;AC =+/2 et (ﬁ, A_C)) =

Calculer AB. ﬁ,ﬁ BC et CA.CB.

Définition et propriéte

* Soient % et ¥ deux vecteurs du plan, on a
u.v =[]l X ||P|| X cos(u; V) tel que (U, v)est I’angle orienté formé par U et v.

* 1 et U sont orthogonaux si et seulementsi U.v = 0.

b. Repere orthonormeé direct
Définition

Soit (7,]) une base du plan, et O un point du plan.

-

On dit que(0, 1, ) est un repére orthonormé direct si et seulement si ||7]| = ||J]] = 1u, .7 =0 et

@p =Z[2n]

Dans ce que suit, le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0,1,7)

2. Expression analytique du produit scalaire

Introduction

Soient % et ¥ deux vecteurs du plan tels que u(x, y) et v(x', y")
Onau=xt+yjetv=xT+y7

Donc U.¥V = xx'T.T+ xy'.J+ x'y]. T+ yy'J.J=xx'+ yy' carij=ji=0etl.7=j]=1.
L

expression u.7 = xx' + yy' est ’expression analytique du produit scalaire.

Propriété D :

Soient % et ¥ deux vecteurs du plan tels que u(x, y) et v(x', y")

o
e
lé
Oy

Onau(—1;3) etv(—2;1)donc ui.¥ = —1x (=2)+3x1=5.

Propriété @
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Soient U et ¥ deux vecteurs du plan tels que u(x, y) et v(x', y").

Uulvex'+y =0

Application @

1) Soient U ,U et wtrois vecteurs du plan tels que U (—5,3) ,V G, —1)et w (—2; l)
Calculer U. v, v.w et u. w

2) Soient Uet U deux vecteurs du plan tels que u(2 + m; —2) ,v (—3 ; %m). Déterminer la valeur

de m pour que et ¥ soient orthogonaux.

3. Expression analytique de la distance entre deux points et la norme d’un vecteur.

Propriété

@ Soit ©un vecteur du plan tel que U(x,y).

Ona ||u|| = /x?+ y2

@Etant donné deux points A et B du plan tels que A(x,; y4)et B(xg; vg).

OnaAB = /(xg —x0)? + (¥ — ¥a)? .

pplication @

o

n considére les points suivants A(3; 2), B (_?1, O)et Cc(1;-1).

1) Calculer les distances suivantes AB, AC et BC .
2) Montrer que le triangle ABC est rectangle en C .

4. Expression analytique de cos 6 et sin 0

Propriété

Soient % et ¥ deux vecteurs du plan et 8 la mesure de I’angle orienté (fi/,\ V)

-

xx'+yy'

uv
IZILNPI /x2+y2+4/x2+y'2

det(u,v) _ xy'—x'y

LTI Jx2+y2 w2y ?

et sin@ =

Onacosf =

Application @

On considére les points suivants A(3; 3), B(1; 1)et C(1; 3).
1) Calculer cos (ﬁ?), A_C)) et sin (ﬁ, A_C))
2) Déduire la mesure de 1’angle (A—B), E)

Résultats

e Aire d’un triangle
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L’aire d’un triangle ABC est S = %|det(ﬁ,ﬁ)| = %|det(ﬁ,ﬁ)| = §|det(a4>, C_B))l(u)
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o Aire d’un parallélogramme a partir de deux vecteurs

"aire d’un parallélogramme ABCD est S = |det(AB, AC))|

L
Application @
On considére les points suivants : A(1; 1), B(2; 2) et C(0; 3)

) Calculer AC ,BC et CA.CB
) Déduire la nature du triangle ABC
) Déterminer la surface du triangle ABC

W N =

II. La droite dans le plan

1. Vecteur normal a une droite
Définition

Soit (D) une droite du plan et i son vecteur directeur.

Tout vecteur non nul et perpendiculaire au vecteur U s’appelle vecteur normal a la droite (D).

Propriété :

Soit (D) une droite d’équation ax + by + ¢ = 0, le vecteur U(—b, a) est le vecteur directeur de
(D)et le vecteur 7i(a, b) le vecteur normal a (D).

Exemple

t

Donner un vecteur normal a (D) dans les cas suivants

[~

@ (D):2x + 3y —5 =10 :Le vecteur normal a (D) est #(2;3) .

[]

@ (D):—3x+ 5 = 0: Le vecteur normal a (D) est 7#(-=3;0) .

(D): =2y + 4 = 0 : Le vecteur normal a (D) est 7(0;—2).

N

. Equation cartésienne d’une droite définie par un point et un vecteur normal

Propriété

Soit (D) une droite du plan, passant par le point A(x,, y,)et dont le vecteur normal est 7(a, b).

L’équation cartésienne de la droite (D)est ax + by + ¢ = 0 ou ¢ = —ax, — by,

Application ®

1) Déterminer I’équation cartésienne de la droite (D)passant par le point A(—1; 2)et dont le vecteur
normal est 77(2; —3).

2) Déterminer I’équation cartésienne de la droite (4)la médiatrice du segment [AB] ou A(—1;2) et
B(2;-3).

3. Parallélisme et orthogonalité de deux droites.

Propriété
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Soient (D) et (D') deux droites du plan dont 77(a, b)et E')(a', b")sont respectivement les vecteurs
normaux a (D) et (D").

e Ondit que (D) et (D")sont paralléles si et seulement si det(7, H')) =10.
e On dit que (D) et (D")sont orthogonales si et seulement si An=0.

Application ®

Etudier la position relative de (D) et (D')dans les cas suivants :
e (D):2x+3y—1=0 ; D):ix—y+4=0
e D):x+4y+3=0 ; (D)—sx—2y+4=0
e D):2x+y—-1=0 ; D)—x+2y+3=0

4. Distance d’un un point par rapport a une droite

Définition

Soit (D) une droite et soient A un point du plan et H le projeté orthogonale de A sur (D).

Le nombre réel AH est appelé la distance du point A a la droite (D) et on écrit :d(A, (D)) = AH.

Propriété

Soit(D) une droite d’équation ax + by + ¢ = 0 etA(x,, y,) un point du plan.

La distance du point A par rapport a la droite (D) est :d(4, (D)) = %
A
(D)
H

Application @

Soit (D) une droite d’équation et soit A G, —3) un point du plan. Déterminer d(A, (D))

IIl. Etude analytiqgue d’un cercle

1. Egquation d’un cercle défini par son centre et son rayon

Activité @
On considére le cercle(C) de centre Q(1;1) et de rayon 2.

1) Parmi les points suivants, déterminer ceux qui appartiennent au cercle
(€):A(3;1); B(2;2) ,C(V3 + 1;2)
2) Soit M (x; y)un point du plan
a) Calculer QM la distance en fonction dexet y
b) Montrer que le point appartient au cercle(C) si seulement si :(E):x? + y2 —2x — 2y —2 =0
3) En suivant la méme démarche de la question 2)b), déterminer une équation cartésienne du cercle
de centre Q(a; b) et de rayon R.
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Propriété

Soit un cercle de centre Q(a; b) et de rayon R.

Une équation cartésienne du cercle (C) de centre Q(a, b) et de rayon R(R > 0) est:(x —a)? +
(y — b)? = R? et on peut écrire : x>+ y’> — 2ax — 2by + ¢ = 0 avec ¢ = a’+ b>— R?

Exemple

On considére un cercle (€) de centre Q(2; —1) et de rayon R = V2.

M(x,y) € (C) & QM? = R?

Donc (x — 2)? + (y + 1)? =2’ Alors x?—4x+ 4+ y?’+2y+1=2
D’ou x? + y? — 4x + 2y + 3 = 0 est une équation cartésienne du cercle (C).

Application

1) Déterminer une équation catésienne d’un cercle de centre de centre Q(—2; 1) et de rayon R =

V3

2) Déterminer une équation cartésienne d’un cercle passant par le point A et de centre 2 dans les
cas suivants
Q A(1;3);2(2;-1) ; Q@ A2;4);2(2;0) ;®A(2;-2);02(-2;3)
3) Déterminer le centre et le rayon d’un cercle (C) dans les cas suivants

Dx*+y’—2x+2y—-2=0 ; ©x’+4x—-2y=0 ; EBx2+y2+x—y—%=O

2. Equation d’un cercle définie par son diameétre

~

e .

F
S
S
x.
-

Soient A(x,,y,) et B(xg, yg) deux points distincts du plan.

L’ensemble des points M qui vérifient AM.BM = 0 est un cercle de diamétre [AB] et d’équation
(x—x)x—x5)+ =)y —ys) =0

Application @

Déterminer une équation cartésienne d’un cercle (C) et de diamétre [AB] ou A(1; —3) et B(2; 1)

3. Représentation paramétrique d’un cercle

Définition
2 L it dles oot 102 57) ¢ ke @] s B o epefe (9{x=“+RC“ﬂ 9eR
ensemble des points M (x, y) du plan qui vérifient le systéme y=b+Rsind /

est un cercle de centre Q(a; b) et de rayon R.

& Le systéme (S) est appelé une représentation paramétrique d’un cercle.

o
S
|§
0y

Soit (C) un cercle de centre Q(—2;5) et de rayon R = 2.
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=—-2+4+2 0 ) :
Le systéme (S) { _: +-; sif;log /6 € R est une représentation paramétrique du cercle (C).

X
y
Application @

Soit (C) un cercle de centre Q(—2;5) et de rayon R = 2.

p—

Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C).

ez

Préciser deux points appartenant au cercle (C).

Déterminer une représentation paramétrique d’un cercle définie par 1’équation suivante x? +
‘—bx+4y—-1=0
4. Ensemble de points M(x,y) du plan vérifie x>+ y’+ ax +by+c =0
S

oient a, b et ¢ des nombres réels et (E) un ensemble de points M (x, y) du plan tel que

(E) ={M(x,y)/x*+y*+ax+ by +c =0}

Propriété

Sia?+ b?— 4c < 0 alors ’ensemble (E) est un ensemble vide et on écrit S = @.

Si a’+ b? — 4c < Oalors ’ensemble(E) est un point qui est 22 (_7“,_71’) et on écrit S = {Q (‘7“,‘71’)}
Si a’+ b?— 4c < 0 alors ’ensemble(E) est un cercle de centre Q2 (_Ta, %b) etderayon R = ““2+;’2_4C

et on écrit § = {(C) {Q (%a,_—b) iR = a2+b2_4c}} .

2 2

Application @

Déterminer I’ensemble de points M (x,y) du plan qui vérifie :
Ox’+y’—x+3y—4=0

ox’+y’—6x+2y+10=0

Ox’+y’—4x+5=0

5. Positions relatives d’une droite et un cercle

Pour étudier la position relative d’un cercle de centre Q(a, b) et de rayonR et une droite, il suffit
de comparer la distance d(4, (D)) et le rayon R.

Propriété

Soit (C) un cercle de centre Q2(a; b) et de rayon R et soit (D) une droite du plan.

= Si d(Q, (D)) > Ralors la droite (D)et le cercle (C) ne se coupent pas.
= Si d(Q, (D)) = R alors la droite (D)est tangente au cercle (C) (se coupent en un point).

= Si d(Q, (D)) < R alors la droite (D)et le cercle (C) se coupent en deux points.

Application D@

Etudier la position relative du cercle (C)et la droite (D)dans les cas suivants
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Q D):x—y+3=0 ; C):x*+y?—2x—2y—7=0

b.
6. Equation cartésienne de la tangente d’un cercle en un point

Propriété

Soient (C) un cercle de centre Q2(a; b) et de rayon R et soit (D) une droite du plan.et soient A €
(C)etM € (D).

La droite (D)est tangente au cercle (C) en A si et seulement si AM. A0 =0 .

Application D3

Soit (E) I’ensemble de points M (x,y) du plan qui vérifie x2+ y>—6x+4y—3 =0

1) Montrer que (E)est un cercle (C), en déterminant le centre et le rayon.
2) Vérifier que le point A(3; 2) € (C).
3) Déterminer une équation cartésienne de la tangente du cercle (C)en un point A .

oy

xercice de synthese

I) Dans un repére orthonormé (0;7; J) on considére les points (—2; 1) , B(0; —2) et (1;3)
1) Calculer AB , AC ,BC, AB.AC

2) Déduire la nature du triangle ABC

3) Calculer la surface d triangle ABC

4) Calculer BC.BA ; cos (B—C)/,\ﬁ) ; Sin (B—C)/,\ﬁ) et déduire la mesure principale de ’angle
(5C754)
5) Donner une équation cartésienne de la droite (D), la hauteur du triangle ABC passant par .
6) Calculer la distance d(B, (D))

II)  On considére le cercle (C) d’équation x? +y2 —2x —4y—-3=0.

1)

a) Montrer que Q(1;2) est le centre du cercle (C) et de rayon R = 22

b) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C)

2)

a) Vérifier que le point A(—1; 0) appartient au cercle (C) .

b) Donner I’équation de la tangente du cercle (C) au point .

3) on considére la droite (D) d’équation x + y—3 =0.

a) Montrer que la droite (D) coupe le cercle (C) en deux points E et .

b) Déterminer les coordonnés de deux points E et .

¢) Déterminer les équations cartésiennes de (D1) et (D) les tangentes au cercle (C) en E et .
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