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Etude analytique du produit scalaire dans le plan Remarques

I. Le produit scalaire dans le plan 

 Soient  𝑢⃗  et  𝑣⃗ deux vecteurs du plan. 

• Le produit scalaire des deux vecteurs 𝑢⃗  et 𝑣⃗ est le nombre réel                                         

𝑢⃗ ⋅ 𝑣⃗ = ‖𝑢⃗ ‖ × ‖𝑣⃗‖ × 𝑐𝑜𝑠(𝑢⃗ , 𝑣⃗ ̅   ). 

• Le nombre réel positif 𝑢⃗ ⋅ 𝑢⃗ est appelé le carré scalaire du vecteur 𝑢⃗  et on écrit           
𝑢⃗ 2 = 𝑢⃗ ⋅ 𝑢⃗ = ‖𝑢⃗ ‖2. 

Application   

Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle rectangle et isocèle en 𝐵 tel que 𝐴𝐵 = 2 et 𝐴𝐶 = √8 et       

(𝐴𝐵 ⃗    ; 𝐴𝐶 ⃗     ̅       ) ≡
𝜋

4
[2𝜋]   .

Calculer les produits scalaires 𝐴𝐵 ⃗    . 𝐴𝐶 ⃗    , 𝐵𝐴 ⃗    . 𝐵𝐶 ⃗     et 𝐶𝐴 ⃗    . 𝐶𝐵 ⃗    . 
 

  Soient  𝑢⃗  et  𝑣⃗ deux vecteurs non nuls. 

𝑢⃗  et  𝑣⃗  sont orthogonaux,  si et seulement si  𝑢⃗ ⋅ 𝑣⃗ = 0 . On écrit 𝑢⃗ ⊥ 𝑣⃗. 

II. 

1. 

  Soit (𝑖, 𝑗)une base du plan, et 𝑂 un point du plan. 

• On dit que (𝑖, 𝑗) est une base orthonormée si : 𝑖 ⋅ 𝑗 = 0 et ‖𝑖‖ = ‖𝑗‖ = 1. 

• On dit que (𝑂, 𝑖, 𝑗) est un repère orthonormé si (𝑖, 𝑗) est une base orthonormée. 

• Si (𝑖, 𝑗) est une base orthonormée et (𝑖, 𝑗) ≡
𝜋

2
[2𝜋] alors (𝑂, 𝑖, 𝑗) est appelé repère 

orthonormé direct. 

Dans toute la suite du chapitre, on considère que le plan est rapporté à un repère 

orthonormé direct (𝑂, 𝑖, 𝑗). 

2. 

Soient 𝑢⃗ (𝑥; 𝑦) et 𝑣⃗(𝑥 ′; 𝑦 ′) deux vecteurs du plan, on a 𝑢⃗ ⋅ 𝑣⃗ = 𝑥𝑥′+ 𝑦𝑦′ . 
  

Application   

Calculer  𝑢⃗ ⋅ 𝑣⃗ dans les cas suivants : 

 𝑢⃗ (2; −3) et  𝑣⃗(−1; 2). 

 𝑢⃗ = (√3 − 1)𝑖 − 1𝑗 et 𝑣⃗ = (√3 + 1)𝑖 + 2𝑗. Conclure. 

Soient 𝑢⃗ (𝑥; 𝑦) et 𝑣⃗(𝑥 ′; 𝑦 ′) deux vecteurs du plan. On a 𝑢⃗ ⊥ 𝑣⃗ ⇔ 𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ = 0 . 

Application   

Déterminer la valeur de 𝑚 pour que les vecteurs 𝑢⃗ (3; −1 + 𝑚) et 𝑣⃗(2 − 𝑚; 5) soient 

orthogonaux. 

3.  

 

 Soit 𝑢⃗ (𝑥; 𝑦) un vecteur du plan. La norme du vecteur 𝑢⃗  est  ‖𝑢⃗ ‖ = √𝑢⃗ 2 = √𝑥2 + 𝑦2. 

Soient 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴) et 𝐵(𝑥𝐵; 𝑦𝐵) deux points du plan, on a  𝐴𝐵 = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2. 

Application   

On considère les points 𝐴(−3; 1);𝐵(1; 1) et 𝐶(−3; 5). 

Calculer les distances 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 et 𝐵𝐶 puis déterminer la nature du triangle 𝐴𝐵𝐶. 
 

4. 𝒄𝒐𝒔ሺ𝜽ሻ 𝒔𝒊𝒏ሺ𝜽ሻ
  

:
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𝑢⃗ (𝑥; 𝑦) et 𝑣⃗(𝑥′; 𝑦′) sont deux vecteurs non nuls tels que (𝑢⃗ ; 𝑣⃗ ̅   ) ≡ θ[2𝜋] . 

1. Montrer que   𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑥𝑥′+𝑦𝑦′

√𝑥2+𝑦2×√𝑥′2+𝑦′2
   

2. On considère le vecteur 𝑤⃗  (−𝑦; 𝑥)  

a. Montrer que : (𝑣⃗; 𝑤⃗  ) ≡
𝜋

2
− θ[2𝜋] . 

b. Montrer que  𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
𝑥𝑦′−𝑥𝑦′

√𝑥2+𝑦2×√𝑥′2+𝑦′2
 

  Soient 𝑢⃗ (𝑥; 𝑦) et 𝑣⃗(𝑥 ′; 𝑦 ′) deux vecteurs non nuls du plan et 𝜃 une mesure de l'angle 

orienté   (𝑢⃗  ; v⃗ ̂ ). 

On a  𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑢⃗  ⋅𝑣⃗ 

‖𝑢⃗  ‖×‖𝑣⃗ ‖
=

𝑥𝑥′+𝑦𝑦′

√𝑥2+𝑦2×√𝑥′2+𝑦′2
 et 𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

𝑑𝑒𝑡(𝑢⃗  ;𝑣⃗ )

‖𝑢⃗  ‖×‖𝑣⃗ ‖
=

𝑥𝑦′−𝑥′𝑦

√𝑥2+𝑦2×√𝑥′2+𝑦′2
. 

Application 

On considère les vecteurs 𝑢⃗ (−√3; −3) et  𝑣⃗(−1; √3) et 𝜃 la mesure principale du l’angle 

(𝑢⃗ ; 𝑣⃗)̂. 

Calculer 𝑐𝑜𝑠(𝜃) et 𝑠𝑖𝑛(𝜃) puis déduire la valeur de 𝜃. 

Soit  𝐴𝐵𝐶 un triangle. La surface de 𝐴𝐵𝐶 est  𝑆 =
|𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 ⃗    ;𝐴𝐶 ⃗    )|

2
. 

Application   

On considère les points 𝐴(−3; 1);𝐵(1; 1) et 𝐶(−5; −1). 

1. Calculer 𝐴𝐵 ⃗    ⋅ 𝐴𝐶 ⃗    . 

2. Calculer 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 ⃗    ⋅ 𝐴𝐶 ⃗    )puis déduire la surface du triangle 𝐴𝐵𝐶. 

3. Calculer 𝑐𝑜𝑠 (𝐴𝐵 ⃗    ; 𝐴𝐶 ⃗     ̅       ) et 𝑠𝑖𝑛 (𝐴𝐵 ⃗    ; 𝐴𝐶 ⃗     ̅       ). 

III. 

:

Soient A(1; 2) et  B(−2; 3) deux points du plan et (∆) la droite passant par 𝐴 et 

perpendiculaire à (𝐴𝐵). 

1. Donner une équation cartésienne de (𝐴𝐵). 

2. Soit 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ (∆). 

a. Vérifier, sans calcul, que 𝐴𝑀 ⃗     ⋅ 𝐴𝐵 ⃗    = 0. 

b. En déduire une équation cartésienne de (∆). 

1. 

  Soit  (𝐷) = 𝐷(𝐴; 𝑢⃗ ) une droite passant par le point 𝐴 et de vecteur directeur 𝑢⃗  .Tout 

vecteur non nul et orthogonal à 𝑢⃗  est appelé vecteur normal à la droite (𝐷). 

  Soit  (𝐷) une droite d'équation cartésienne : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0. 

• Le vecteur 𝑛⃗ (𝑎; 𝑏) est un vecteur normal à (𝐷). 

• Le vecteur 𝑢⃗ (−𝑏; 𝑎) est un vecteur directeur de (𝐷). 

Application : 

Donner un vecteur normal à la droite (𝐷) dans chacun des cas suivants : 

 (𝐷): −2𝑥 + 5𝑦 + 4 = 0  (𝐷): 2𝑥 − 1 = 0  (𝐷): 𝑥 −
3

2
𝑦 + 1 = 0 

  

2. 

  Une équation de la droite (𝐷)passant par le point 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴)et de vecteur normal 𝑛⃗ (𝑎; 𝑏) est  
𝑎(𝑥 − 𝑥𝐴) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) = 0 .  

Déterminons une équation cartésienne de la droite (𝐷) passant par le point 𝐴(1; 2) et de 
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vecteur normal 𝑛⃗ (5; 3). 

Soit 𝑀(𝑥; 𝑦)un point du plan, on a  𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐷) ⇔ 𝐴𝑀 ⃗     ⋅ 𝑛⃗ = 0. 
                                                                            ⇔ (𝑥 − 1) × 5 + (𝑦 − 2) × 3 = 0.   

                                                                            ⇔ 5𝑥 − 5 + 3𝑦 − 6 = 0.  

                                                                            ⇔ 5𝑥 + 3𝑦 − 11 = 0. 

Donc, une équation cartésienne de (𝐷) est : 5𝑥 + 3𝑦 − 11 = 0. 

Application   

Déterminer dans chacun des cas suivants une équation cartésienne de la droite (𝐷). 

 (𝐷) est la droite passant par le point 𝐴(2; 3) et de vecteur normal 𝑛⃗ (2; −1). 

 (𝐷) est la médiatrice du segment [𝐴𝐵] tel que 𝐴(3; −1) et 𝐵(−1; 5). 

3. 

  Soient (𝐷) et (𝐷′) deux droites et 𝑛⃗  et 𝑛′ ⃗   leurs vecteurs normaux respectives. On a 

•   (𝐷) ⊥ (𝐷′) ⇔ 𝑛⃗ ⊥ 𝑛′ ⃗  ⇔ 𝑛⃗ ⋅ 𝑛′ ⃗  = 0 . 

• (𝐷)//(𝐷′) ⇔ det( 𝑛⃗ ; 𝑛⃗ ′) = 0. 

Application :  

Etudier la position relative des droites (𝐷) et (𝐷′) définies par (𝐷):  2𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 et 
( 𝐷′) :   − 𝑥 + 2𝑦 + 3 = 0. 

4. 
 

Soit (𝐷) une droite d'équation : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 et 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴) un point du plan. 

La distance du point 𝐴 à la droite (𝐷) est  𝑑(𝐴; (𝐷)) =
|𝑎𝑥𝐴+𝑏𝑦𝐴+𝑐|

√𝑎2+𝑏2
. 

On considère la droite (𝐷) d'équation 4𝑥 + 3𝑦 + 1 = 0 et les points 𝐴(2; 1) et 𝐵(−1; 1). 

On a   𝑑(𝐴; (𝐷)) =
|2×4+1×3+1|

√42+32
=

12

5
 et 𝑑(𝐵; (𝐷)) =

|−1×4+1×3+1|

√42+32
= 0 donc 𝐵 ∈ (𝐷) 

Application  

On considère la droite (𝐷) d'équation 𝑥 − 2𝑦 + 8 = 0 et le point 𝐴(−3; 5), 𝐻 le projeté 

orthogonal de 𝐴 sur (𝐷). 

1. Déterminer 𝑑(𝐴; (𝐷)). 

2. Déterminer les coordonnées du point 𝐻. 
 

IV. 

1. 

:

On considère (𝒞)  le cercle de centre 𝛺(1; 1) et de rayon 2 . 
1. Parmi les points  A(3; 1) et  B(2; 2) déterminer qui appartient au cercle (𝒞). 

2. Soit  𝑀(𝑥; 𝑦) point du plan. 

Montrer que   𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2 = 0. 

Le cercle (𝒞) de centre 𝛺(𝑎; 𝑏) et de rayon 𝑅 est l’ensemble des points 𝑀 du plan tels que 

𝛺𝑀 = 𝑅. 

 Une équation cartésienne du cercle de centre 𝛺(𝑎; 𝑏) et de rayon 𝑅 est                            
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑅2  que l'on peut écrire 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎𝑥 − 2𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 où                 
𝑐 = 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑅2. 

 

Application  

Déterminer une équation du cercle (𝒞) dans chacun des cas suivants : 

 (𝒞) de centre 𝛺(−2; 3) et de rayon 4 . 

 (𝒞) de centre 𝐴(2; 3) et passe par le point 𝐵(1; −3). 

Application  

Déterminer l’ensemble des points 𝑀(𝑥; 𝑦) du plan vérifient l’équation (𝐸) dans les cas 

suivants : 
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 (𝐸):  𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0 .  
 (𝐸):  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 + 5 = 0 .  
 (𝐸):  𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 4𝑦 + 14 = 0.  

 (𝐸):  𝑥2 − 𝑥 + 𝑦2 + 3𝑦 − 4 = 0.  
 

2. 
  

On considère le cercle (𝒞) de diamètre [𝐴𝐵] . 

On a : 𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ⇔ 𝐴𝑀 ⃗     ⋅ 𝐵𝑀 ⃗     = 0 
                                     ⇔ (𝑥 − 𝑥𝐴)(𝑥 − 𝑥𝐵) + (𝑦 − 𝑦𝐴)(𝑦 − 𝑦𝐵) = 0.  

 
 
 

 
 

  Soient 𝐴 et 𝐵 deux points distincts du plan. 

L'ensemble des points  𝑀du plan qui vérifient  𝐴𝑀 ⃗     ⋅ 𝐵𝑀 ⃗     = 0 est le cercle de diamètre [𝐴𝐵] 
et d’équation cartésienne (𝑥 − 𝑥𝐴)(𝑥 − 𝑥𝐵) + (𝑦 − 𝑦𝐴)(𝑦 − 𝑦𝐵) = 0. 

Application  

On considère les points 𝐴(−1; 2) et 𝐵(−5; 4) 

Déterminer une équation du cercle (𝒞) de diamètre [𝐴𝐵] par deux méthodes. 
 

3. 
  

On considère le cercle (𝒞) de centre 𝛺(𝑎; 𝑏) et de rayon 𝑅. 

On a : 𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ⇔ (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑅2 

                                     ⇔ (
𝑥−𝑎

𝑅
)

2
+ (

𝑦−𝑏

𝑅
)

2
= 1. 

Donc il existe un réel  𝜃 tel que  
𝑥−𝑎

𝑅
= 𝑐𝑜𝑠 𝜃  et  

𝑦−𝑏

𝑅
= 𝑠𝑖𝑛 𝜃. 

Alors : 𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ⇔ (∃𝜃 ∈ 𝐼𝑅) ∶ {
𝑥 = 𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑦 = 𝑏 + 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

. 

Le cercle (𝒞) de centre 𝛺(𝑎; 𝑏) et de rayon 𝑅 est l'ensemble des points 𝑀(𝑥; 𝑦)du plan qui 

vérifient le système  (𝑆): {
𝑥 = 𝑎 + 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑦 = 𝑏 + 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃

/(𝜃 ∈ ℝ). 

Le système (𝑆) est appelé une représentation paramétrique du cercle (𝒞). 

Application  

1. Déterminer l'ensemble des points 𝑀(𝑥; 𝑦) du plan qui vérifient le système : 

{
𝑥 = −1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑦 = 3 + 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃

/(𝜃 ∈ ℝ). 

2. Soit (𝒞1) le cercle de centre 𝛺(−1; 2) et de rayon √3. 

a. Donner une représentation paramétrique du cercle (𝒞1). 

b. Donner les coordonnées de deux points du cercle (𝒞1). 

3. Donner une représentation paramétrique du cercle (𝒞2) d'équation                                
𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 6𝑦 + 9 = 0. 

 

4. 

Soit (𝒞) un cercle d'équation  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 et 𝑀(𝑥0; 𝑦0) un point du plan. 

• 𝑀 est un point du cercle (𝒞) si et seulement si  𝑥0
2 + 𝑦0

2 + 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐 = 0. 

• 𝑀 est à l’intérieur du cercle (𝒞) si et seulement si  𝑥0
2 + 𝑦0

2 + 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐 < 0. 

• 𝑀 est à l’extérieur du cercle (𝒞) si et seulement si  𝑥0
2 + 𝑦0

2 + 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐 > 0. 

Application  

1. Résoudre graphiquement les inéquations suivantes : 
 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 6𝑦 + 9 ≥ 0 . 

 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑦 − 3 < 0 . 

2. Résoudre graphiquement le système suivant {
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 2𝑦 − 7 ≺ 0
𝑥 − 𝑦 + 1 ≻ 0

 

5. 
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Pour étudier la position relative d'un cercle (𝒞) de centre 𝛺 et de rayon 𝑅 avec une droite 

(𝐷) on peut calculer la distance 𝑑(𝛺; (𝐷)) et la comparer au rayon 𝑅. 

Soit (𝒞) un cercle de centre 𝛺 et de rayon 𝑅 et (𝐷) est une droite du plan. 

• Si 𝑑(Ω; (𝐷)) > 𝑅 , alors la droite (𝐷) ne coupe pas le cercle (𝒞). 

• Si 𝑑(Ω; (𝐷)) = 𝑅 , alors la droite (𝐷) et le cercle (𝒞) ont un seul point commun. 

• Si 𝑑(Ω; (𝐷)) < 𝑅 , alors la droite (𝐷) coupe le cercle (𝒞) en deux points distincts. 

Application  

Etudier la position relative du cercle (𝒞) et la droite (𝐷), en déterminant les coordonnées 

des points d’intersection s’ils existent, dans chacun des cas suivants : 

 (𝒞): 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 2𝑦 = 0 et (𝐷): 𝑥 + 𝑦 + 2 = 0. 

 (𝒞): 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 − 11 = 0 et (𝐷): 𝑥 + 𝑦 = 3. 

 (𝒞): 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 6𝑦 = 6 et (𝐷): 4𝑥 − 3𝑦 = 8. 

6. Equation cartésienne d'une droite tangente à un cercle en un point donné de ce 

  Soit (𝒞) un cercle de centre 𝛺 et de rayon 𝑅 et 𝐴 est un point de (𝒞). 

On dit qu’une droite (𝐷) est tangente à (𝒞)  au point 𝐴 si et seulement si (𝐷) et ( Ω𝐴) sont 

perpendiculaires au point 𝐴. 

  Soit (𝒞) un cercle de centre 𝛺 et 𝐴 est un point de (𝒞) et 𝑀 est un point d’une droite(𝐷). 

(𝐷) est tangente à (𝒞)  au point 𝐴 si et seulement si 𝐴𝑀 ⃗     . 𝐴Ω ⃗    = 0. 
 

Application  

On considère le cercle (𝐶) d'équation 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 = 0 .  

1. Vérifier que  𝐴(2; 4) est un point du cercle  (𝒞). 
2. Déterminer une équation de la tangente au cercle  (𝒞) en 𝐴.  

Dans un plan muni d'un repère orthonormé direct (𝑂; 𝑖; 𝑗), on considère les points 𝐴(2; −1) 

𝐵(−4; −3),𝐶(1 ; −3). 

1. a. Calculer 𝐴𝐵 ⃗    ⋅ 𝐴𝐶 ⃗    . 

     b. Calculer 𝑐𝑜𝑠 (𝐴𝐵 ⃗    ; 𝐴𝐶 ⃗    ) et 𝑠𝑖𝑛 (𝐴𝐵 ⃗    ; 𝐴𝐶 ⃗    ) en déduire la mesure principale de l’angle 

(𝐴𝐵 ⃗     ; 𝐴𝐶 ⃗    
∧

). 

 c. Calculer la surface du triangle 𝐴𝐵𝐶. 

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite (𝐷) passant par 𝐵 et perpendiculaire à  

(𝐴𝐶). 

3. On considère le cercle (𝒞) d'équation 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 4𝑦 − 5 = 0.  

a. Déterminer le rayon et les coordonnées du centre de (𝒞). 

b. Vérifier que (𝒞) est le cercle de diamètre [𝐴𝐵]. 
c. Donner une équation cartésienne de la droite (∆) tangente à (𝒞) au point 𝐴. 

d. Donner une représentation paramétrique de (𝒞). 

4. Etudier la position relative du cercle (𝒞) et la droite (𝐷), en déterminant les coordonnées 

des points d’intersection s’ils existent. 

5. Résoudre graphiquement le système suivant {
𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 4𝑦 − 5 < 0

𝑥 + 2𝑦 + 10 ≥ 0
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