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Etude analytique du produit scalaire dans le plan

L. Le produit scalaire dans le plan

77 Définitions :

Soient % et v deux vecteurs du plan.
e Le produit scalaire des deux vecteurs % et ¥ est le nombre réel

i - v = |lull X |3l x cos(d, D).

¢ Le nombre réel positif % - iest appelé le carré scalaire du vecteur 4 et on écrit
=2 - - =12
uc =u-u=|ul-.

& Application @:
Soit ABC un triangle rectangle et isocéle en B tel que AB = 2 et AC = /8 et
(ﬁ) = %[Zn].
Calculer les produits scalaires AB. AC, BA.BC et CA.CB.

7 Définition (Orthogonalité de deux vecteurs)

Soient u et v deux vecteurs non nuls.
U et U sont orthogonaux, si et seulementsi u -7 =0.0n écritu L v.

II.  Expression analytique du produit scalaire dans un repére orthonormé

A s T~

Z. Repére orthonormé
77 Définition :

Soit (7,/)une base du plan, et O un point du plan.
¢ On dit que (7,]) est une base orthonormée si:7-7 = 0 et ||7]| = ||J|| = 1.
¢ On dit que (0, 1,) est un repére orthonormé si (, ) est une base orthonormée.
¢ Si (7,]) est une base orthonormée et (Z’_f) = g [27] alors (0,7, )) est appelé repere

orthonormé direct.

Dans toute la suite du chapitre, on considere que le plan est rapporté a un repére
orthonormé direct (0,1,7]).
2. Expression analytique du produit scalaire
77 Propriété :

Soient %(x; y) et %(x;y") deux vecteurs du plan, on a i - ¥ = xx'+ yy'.

& Application @ ;
Calculer u - ¥ dans les cas suivants :
O u(2;—-3) et ¥(—1;2).
® U= (V3-1)I—1jet¥ = (V3 + 1)+ 2j. Conclure.
77 Propriété :

Soient %(x; y) et #(x;y") deux vecteurs du plan. Ona L ¥ © xx'+yy'=0.

& Application @ :

Déterminer la valeur de m pour que les vecteurs u(3; —1 + m) et ¥(2 — m; 5) soient
orthogonaux.
B. Norme d'un vecteur - distance entre deux points

77 Propriété (Norme d'un vecteur)

Soit %(x; y) un vecteur du plan. La norme du vecteur 4 est ||u|| = Vii?2 = /x% + y2.

77 Propriété (Distance entre deux points)

Soient A(x,; y4) et B(xg; yg) deux points du plan, ona AB = /(x5 — x4)% + (y5 — Ya)?.

& Application @:
On considere les points A(—3;1);B(1; 1) et C(—3;5).
Calculer les distances AB, AC et BC puis déterminer la nature du triangle ABC.
4. Expression de cos(0) et sin(0)
& Activité ©:

Remarques «_}
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ii(x; y) et B(x’; y?) sont deux vecteurs non nuls tels que (; ) = 0[2n] . ]
xx'+yy’

JxZ+y2x_[x?+y7?
2. On considére le vecteur w(—y; x)
a.Montrer que : (1'5; v_v’) = % —0[27] .
xy'—xy’

W x |x?+y*?
77 Propriété :

1. Montrer que cos6 =

b. Montrer que sin6 =

e Y A

Soient %(x; ) et #(x;y") deux vecteurs non nuls du plan et 6 une mesure de l'angle

orienté (ﬁ; V).

o
S AL

Ona cosO = L XYy etsinf = det@iv) _ Xy =Xy b
(b (i F ’ 2, 2 i<l o7 , 2,2
YeX X"ty VX2+Yy2X | x“+y
&  Application @ ; ﬁ-ﬁ
On considére les vecteurs i (—\/§ ; —3) et 5(—1 ; \/§) et 6 la mesure principale du I’angle I
(u; v).

Calculer cos(0) et sin(0) puis déduire la valeur de 6.
77 Propriété :

Soit ABC un triangle. La surface de ABC est S = @.
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& Application @ :
On considere les points A(—3; 1);B(1; 1) et C(—5; —1).
1. Calculer 4B - AC.
2. Calculer det(@ . TC)puis déduire la surface du triangle ABC.
3. Calculer cos (A_§ ; AC ) et sin (E, ﬁ)
III.  Droite dans le plan 4

&  Activité @; L0
Soient A(1; 2) et B(—2; 3) deux points du plan et (A) la droite passant par A et
perpendiculaire a (4B).
1. Donner une équation cartésienne de (AB).
2. Soit M(x,y) € (4).
a. Vérifier, sans calcul, que AM - 4B = 0.
b. En déduire une équation cartésienne de (A).
2. Vecteur normal @ une droite :

77 Définition :

Soit (D) = D(A;u) une droite passant par le point A et de vecteur directeur ¥ .Tout
vecteur non nul et orthogonal a # est appelé vecteur normal a la droite (D).

77 Propriété :

Soit (D) une droite d'équation cartésienne : ax + by + ¢ = 0.
e Le vecteur 7i(a; b) est un vecteur normal a (D). ’i’
e Le vecteur u(—b; a) est un vecteur directeur de (D). I

¥
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&  Application @:
Donner un vecteur normal a la droite (D) dans chacun des cas suivants :
® (D):—2x+5y+4=0 ® (D):2x—1=0 (5] (D):x—§y+1=o

2. Equation d'une droite définie par un point et un vecteur normal
77 Propriété :

Une équation de la droite (D)passant par le point A(x,; y,4)et de vecteur normal 7i(a; b) est
a(x —x4) +b(y—ys) =0.

O Exemple :
Déterminons une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point A(1;2) et de
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vecteur normal 71(5; 3).

Soit M (x; y)un point du plan, ona M(x;y) € (D) & AM -7 =0.
©x—-1)X5+(y—-2)x3=0.
©5x—-54+3y—6=0.
©5x+3y—11=0.

Donc, une équation cartésienne de (D) est: 5x + 3y — 11 = 0.
& Application ®:
Déterminer dans chacun des cas suivants une équation cartésienne de la droite (D).
© (D) est la droite passant par le point A(2; 3) et de vecteur normal 71(2; —1).
® (D) est la médiatrice du segment [AB] tel que A(3;—1) et B(—1;5).
B. Positions relatives de deux droites
77 Propriété :

Soient (D) et (D*) deux droites et 7 et n’ leurs vecteurs normaux respectives. On a
e LD efRlner-n'=0.
e (D)//(D) & det(n;n") = 0.

&  Application @:
Etudier la position relative des droites (D) et (D") définies par (D): 2x +y —1 =0et
(D): —x+2y+3=0.
4 Distance d'un point a une droite :
77 Propriété :

Soit (D) une droite d'équation : ax + by + ¢ = 0 et A(x4; y4) un point du plan.

La distance du point 4 a la droite (D) est d(4; (D)) = WA;—\[%:C'

O Exemple :
On considére la droite (D) d'équation 4x + 3y + 1 = 0 et les points A(2; 1) et B(—1; 1).

Ona d(A; (D)) = —|2><4%21+><332+1| = 1?2 et d(B; (D)) = —l_lx—::i:fﬂl = 0 donc B € (D)

& Application Q@ ;
On considere la droite (D) d'équation x — 2y + 8 = 0 et le point A(—3;5), H le projeté
orthogonal de A4 sur (D).
1. Déterminer d(4; (D)).
2. Déterminer les coordonnées du point H.
1V,  Etude analytique d'un cercle

7. Eguation d'un cercle défini par son centre et son rayon
& Activité @:
On considere (C) le cercle de centre £2(1; 1) et de rayon 2 .
1. Parmi les points A(3;1) et B(2; 2) déterminer qui appartient au cercle (C).
2. Soit M(x;y) point du plan.
Montrer que M(x;y) € (C) ® x?2 +y2 —2x—2y—2=0.
77 Définition :

Le cercle (C) de centre 2(a; b) et de rayon R est I’ensemble des points M du plan tels que
(OM = R.

77 Propriété :

Une équation cartésienne du cercle de centre 2(a; b) et de rayon R est
(x —a)? + (y — b)?> = R? que l'on peut écrire x? + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 ou
c=a’+b%—R?

& Application Q@ ;
Déterminer une équation du cercle (C) dans chacun des cas suivants :
O (C) de centre 2(—2;3) et de rayon 4 .
® (C) de centre A(2;3) et passe par le point B(1; —3).
& Application @2 ;
Déterminer 1’ensemble des points M (x; y) du plan vérifient I’équation (E) dans les cas
suivants :
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O (E): x>+y?>—4x—-2y+1=0.
® (E): x*?+y?—2x—4y+5=0.
® (E): x*+y*—6x+4y+14=0.
O (E): x>—x+y*+3y—4=0.
2. Equation d'un cercle défini par son diamétre

On considere le cercle (C) de diamétre [AB] .
Ona:M(x;y) € (C) &AM -BM = 0
e (x—x)x—xp)+ -y —ys) =0.

77 Propriété :

Soient A et B deux points distincts du plan.
L'ensemble des points Mdu plan qui vérifient AM - BM = 0 est le cercle de diamétre [AB]
et d’équation cartésienne (x — x4)(x —xp) + (v —y4)(y —y5) = 0.

& Application @@ ;
On considere les points A(—1; 2) et B(—5;4)
Déterminer une équation du cercle (€C) de diamétre [AB] par deux méthodes.

B. Représentation paramétrique d'un cercle

On considere le cercle (C) de centre 2(a; b) et de rayon R.
Ona:M(x;y) € (C) © (x—a)>+ (y —b)?> =R?

x—a)\?2 y—b 2 _
= () +(F) =t
Donc il existe un réel 6 tel que x:Ta =cos 0 et yij =sin6.
. ) .fx=a+rcosb
Alors: M(x;y) € (C) & (36 € IR) : {y — b +rsing
77 Propriété :

Le cercle (C) de centre 2(a; b) et de rayon R est I'ensemble des points M (x; y)du plan qui
x=a+ Rcos@

y=b+Rsin0/(9€R)'

Le systéme (S) est appelé une représentation paramétrique du cercle (C).

vérifient le systeme (S ):{

& Application O@ ;

1. Déterminer l'ensemble des points M (x; y) du plan qui vérifient le systeme :
x=-1+2cos6
{y: 3+2sinf /(6 €R).

2. Soit (C;) le cercle de centre 2(—1; 2) et de rayon /3.
a. Donner une représentation paramétrique du cercle (C;).
b. Donner les coordonnées de deux points du cercle (C,).
3. Donner une représentation paramétrique du cercle (C,) d'équation
x2+y?+4x—6y+9=0.
4. Intérieur et extérieur d'un cercle
77 Propriété :

Soit (€) un cercle d'équation x? + y? + ax + by + ¢ = 0 et M(xy; y,) un point du plan.
e M est un point du cercle (C) si et seulement si x,2 + V2 + axy + by, + ¢ = 0.

e M est a lintérieur du cercle (C) si et seulement si x2 + Vo2 + axy + by, + ¢ < 0.
o M est a ’extérieur du cercle (C) si et seulement si x¢% + yo2 + axy + byg + ¢ > 0.
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& Application @O ;

1. Résoudre graphiquement les inéquations suivantes :
O x2+y2+2x—6y+9=>0.
® x2+y2+2y—-3<0.
x2+y%2—2x+2y—-7<0
x—y+1>0
8. Positions relatives d'une droite et d'un cercle

2. Résoudre graphiquement le systéme suivant {




Pour étudier la position relative d'un cercle (C) de centre 2 et de rayon R avec une droite
(D) on peut calculer la distance d(2; (D)) et la comparer au rayon R.
77 Propriété :

Soit (€) un cercle de centre 2 et de rayon R et (D) est une droite du plan.

o Si d(Q; (D)) > R, alors la droite (D) ne coupe pas le cercle (C).

o Si d(Q; (D)) = R, alors la droite (D) et le cercle (€) ont un seul point commun.
o Si d(Q; (D)) < R, alors la droite (D) coupe le cercle (C) en deux points distincts.
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& Application @@ ;:
Etudier la position relative du cercle (C) et la droite (D), en déterminant les coordonnées
des points d’intersection s’ils existent, dans chacun des cas suivants :
O (C):x*+y*+2x—2y=0et(D):x+y+2=0.
® C):x*+y*—2x+4y—11=0et(D):x+y=3.
® (C):x*+y*+2x—6y=6cet(D):4x—3y=28.
&. Equation cartésienne d'une droite tangente a un cercle en un point donné de ce
cercle
77 Définition :

4 N
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Soit (€C) un cercle de centre £2 et de rayon R et A est un point de (C).
On dit qu’une droite (D) est tangente a (C) au point A si et seulement si (D) et ( QA) sont
perpendiculaires au point A.

77 Propriété :

Soit (€C) un cercle de centre £2 et A est un point de (C) et M est un point d’une droite(D).
(D) est tangente a (C) au point A si et seulement si AM.AQ = 0.
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& Application QD ;
On considére le cercle (C) d'équation x2 + y?2 —2x —4y =0.
1. Vérifier que A(2;4) est un point du cercle (C).
2. Déterminer une équation de la tangente au cercle (C) en A.
O Exercice de synthése :
Dans un plan muni d'un repére orthonormé direct (0;1; ), on considére les points A(2; —1)
B(—4;-3),C(1;-3).
1. a. Calculer 4B - AC.

b. Calculer cos (ﬁ ; R) et sin (ﬁ; R) en déduire la mesure principale de I’angle

A
<AB ;AC).

c. Calculer la surface du triangle ABC.

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par B et perpendiculaire
(AC).

3. On considére le cercle (€) d'équation x? + y? + 2x + 4y — 5 = 0.

a. Déterminer le rayon et les coordonnées du centre de (C).

b.  Vérifier que (C) est le cercle de diamétre [AB].

c. Donner une équation cartésienne de la droite (A) tangente a (C) au point A.

d. Donner une représentation paramétrique de (C).

4. Etudier la position relative du cercle (C) et la droite (D), en déterminant les coordonnéc
des points d’intersection s’ils existent.

x2+y2+2x+4y—-5<0

5. Résoudre graphiquement le systéme suivant { X +2y+10> 0
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    u →
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  A  ( 1 ; 2 )


    n →  ( 5 ; 3 )


  M  ( x ; y )


  M  ( x ; y ) ∈  ( D ) ⇔   A M → ⋅   n → = 0 .


  ⇔  ( x − 1 ) × 5 +  ( y − 2 ) × 3 = 0


  ⇔ 5 x − 5 + 3 y − 6 = 0


  ⇔ 5 x + 3 y − 11 = 0


   ( D )


  5 x + 3 y − 11 = 0
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   ( D )


  A  ( 2 ; 3 )
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   ( D )


   [ A B ]
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   ( D )


   ( D ′ )


   ( D ) :     2 x + y − 1 = 0


   (   D ′ ) :       − x + 2 y + 3 = 0


   ( D )


  a x + b y + c = 0


  A  (   x  A ;   y  A )


  A


   ( D )


  d  ( A ;  ( D ) ) =    | a   x  A + b   y  A + c |     a 2 +   b 2


   ( D )


  4 x + 3 y + 1 = 0


  A  ( 2 ; 1 )


  B  ( − 1 ; 1 )


  d  ( A ;  ( D ) ) =    | 2 × 4 + 1 × 3 + 1 |    4 2 +  3 2 =  12 5


  d  ( B ;  ( D ) ) =    | − 1 × 4 + 1 × 3 + 1 |    4 2 +  3 2 = 0


  B ∈  ( D )


   ( D )


  x − 2 y + 8 = 0


  A  ( − 3 ; 5 )


  H


  A
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  A  ( 3 ; 1 )


  B  ( 2 ; 2 )


   ( 𝒞 )


  M ( x ; y )


  M ( x ; y ) ∈  ( 𝒞 ) ⇔   x 2 +   y 2 − 2 x − 2 y − 2 = 0


   ( 𝒞 )


  𝛺  ( a ; b )


  R


  M


  𝛺 M = R


  𝛺  ( a ; b )


  R


     ( x − a ) 2 +    ( y − b ) 2 =   R 2
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   ( 𝒞 )


   ( 𝒞 )


  𝛺  ( − 2 ; 3 )


  4


   ( 𝒞 )


  A  ( 2 ; 3 )


  B  ( 1 ; − 3 )


  M  ( x ; y )


   ( E )


   ( E ) :       x 2 +   y 2 − 4 x − 2 y + 1 = 0  


   ( E ) :       x 2 +   y 2 − 2 x − 4 y + 5 = 0  


   ( E ) :       x 2 +   y 2 − 6 x + 4 y + 14 = 0


   ( E ) :       x 2 − x +   y 2 + 3 y − 4 = 0


   ( 𝒞 )


   [ A B ]  


  M  ( x ; y ) ∈  ( 𝒞 ) ⇔   A M → ⋅   B M → = 0


  ⇔  ( x −   x  A )  ( x −   x  B ) +  ( y −   y  A )  ( y −   y  B ) = 0


  A


  B


  M


    A M → ⋅   B M → = 0


   [ A B ]


   ( x −   x  A )  ( x −   x  B ) +  ( y −   y  A )  ( y −   y  B ) = 0


  A  ( − 1 ; 2 )


  B  ( − 5 ; 4 )


   ( 𝒞 )


   [ A B ]


   ( 𝒞 )


  𝛺  ( a ; b )


  R .


  M  ( x ; y ) ∈  ( 𝒞 ) ⇔    ( x − a ) 2 +    ( y − b ) 2 =   R 2


  ⇔    (   x − a  R ) 2 +    (   y − b  R ) 2 = 1


  𝜃


    x − a  R =   c o s ⁡  𝜃


    y − b  R =   s i n ⁡  𝜃
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  M  ( x ; y )


   {     x = − 1 + 2   c o s ⁡  𝜃    y = 3 + 2   s i n ⁡  𝜃 /  ( 𝜃 ∈ ℝ )


   (   𝒞 1 )


  𝛺  ( − 1 ; 2 )


   3


   (   𝒞 1 )


   (   𝒞 1 )


   (   𝒞 2 )


    x 2 +   y 2 + 4 x − 6 y + 9 = 0


   ( 𝒞 )


    x 2 +   y 2 + a x + b y + c = 0


  M  (   x 0 ;   y 0 )


  M


   ( 𝒞 )


        x 0 2 +     y 0 2 + a   x 0 + b   y 0 + c = 0


  M


   ( 𝒞 )


        x 0 2 +     y 0 2 + a   x 0 + b   y 0 + c < 0


  M


   ( 𝒞 )


        x 0 2 +     y 0 2 + a   x 0 + b   y 0 + c > 0


    x 2 +   y 2 + 2 x − 6 y + 9 ≥ 0


    x 2 +   y 2 + 2 y − 3 < 0


   {       x 2 +   y 2 − 2 x + 2 y − 7 ≺ 0    x − y + 1 ≻ 0


   ( 𝒞 )


  𝛺


  R


   ( D )


  d  ( 𝛺 ;  ( D ) )


  R


   ( 𝒞 )


  𝛺


  R


   ( D )


  d  ( Ω ;  ( D ) ) > R


   ( D )


   ( 𝒞 )


  d  ( Ω ;  ( D ) ) = R


   ( D )


   ( 𝒞 )


  d  ( Ω ;  ( D ) ) < R


   ( D )


   ( 𝒞 )


   ( 𝒞 )


   ( D )


   ( 𝒞 ) :   x 2 +   y 2 + 2 x − 2 y = 0


   ( D ) : x + y + 2 = 0


   ( 𝒞 ) :   x 2 +   y 2 − 2 x + 4 y − 11 = 0


   ( D ) : x + y = 3


   ( 𝒞 ) :   x 2 +   y 2 + 2 x − 6 y = 6


   ( D ) : 4 x − 3 y = 8


   ( 𝒞 )


  𝛺


  R


  A


   ( 𝒞 )


   ( D )


   ( 𝒞 )  


  A


   ( D )


   (   Ω A )


  A


   ( 𝒞 )


  𝛺


  A


   ( 𝒞 )


  M


   ( D )


   ( D )


   ( 𝒞 )  


  A


    A M → .     A Ω → = 0


   ( C )


    x 2 +   y 2 − 2 x − 4 y = 0


  A  ( 2 ; 4 )


     ( 𝒞 )


     ( 𝒞 )


  A


   ( O ;   i → ;   j → )


  A  ( 2 ; − 1 )


  B  ( − 4 ; − 3 )


  C  ( 1   ; − 3 )


    A B → ⋅   A C →


    c o s ⁡   (     A B → ;   A C → ¯ )


    s i n ⁡   (     A B → ;   A C → ¯ )


   (     A B →   ;   A C → ∧ )


  A B C


   ( D )


  B


   ( A C )


   ( 𝒞 )


    x 2 +   y 2 + 2 x + 4 y − 5 = 0


   ( 𝒞 )


   ( 𝒞 )


   [ A B ]


   ( ∆ )


   ( 𝒞 )


  A


   ( 𝒞 )


   ( 𝒞 )


   ( D )


   {      x 2 +   y 2 + 2 x + 4 y − 5 < 0   x + 2 y + 10 ≥ 0

