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Cours 4 : Analytique du produit scalaire
I- Expression analytique du produit scalaire dans le plan

1) Formule trigonométrique du produit scalaire (Rappel)

Activité 1 : C

Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB = 6 et M le milieu de [AB].

Calculer les produits scalaires suivants :

AB.AC, AM.AB, MA.MB, MB.MC, AB.CM, CA.CM.

(Définition 1 : \
Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls du plan.

On appelle produit scalaire de U par U, le nombre réel noté u. v et définie par:

-

=

— — - — v
Il x [Pl x cos(u; V) 0

Remarques :

—n
.V

8!

— = -

©Sii=0 ou ¥=0,alors: @i.% = 0.
® Si 1 et ¥ sont colinéaires de méme sens, alors : 1.V = ||u]| X ||V]].

® Si i et U sont colinéaires de sens opposés, alors : u.v = —||ul| x ||7]|.

Propriété 1 :

)

Soient U et ¥ deux vecteurs du plan, ona:

—’

=[] ).

— —
\Ti.ﬁ: 0 si, est seulement si : ( Uu=0ouv=0ou (uv

Définition 2 :

l /

On dit que deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux lorsque : U. ¥ = 0, et on écrit U L V.

Remarque :
Le vecteur nul est considéré comme orthogonal a tout vecteur du plan.

2) Repere orthonormé direct

Définition 3 :

Soient O un point et 7 et j deux vecteurs non colinéaires du plan.

Le triplet (0; ;) est un repére :
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Cours 4 : Analytique du produit scalaire

> orthogonal lorsque les vecteurs 7 et J sont orthogonaux.

> orthonormé lorsqu'’il est orthogonal et que ||7]| = ||j]| = 1.

» orthonormé direct lorsqu’il est orthonormé et que (Tj’) = % [2m].

Dans toute la suite de ce cours, on considere que le plan est rapporté a un

repere orthonormé direct (0:1; 7).

3) Expression analytique du produit scalaire

Activité 2 :
Soient U = xT+yj et v =x'T+ y'J deuxvecteurs du plan.
® Montrer que: U.V = xx' + yy'.

@ En déduire que : ||U]| = /x* + y2

Propriétée 2 :

Soient u(x;y) et v(x'; y") deux vecteurs du plan,ona:

uv=xx+yy

Application 1 :
Soient 1(2;1), v(—6;4) et W(2; 3) trois vecteurs du plan.

@ Calculer U.v, u.w et v.w.

~y
o
—t
&l

~

@ Calculer u.

Propriété 3 :

<

Les vecteurs u(x;y) et v(x'; y') sont orthogonaux si, est seulement si :

xx'+yy' =0

y

Application 2 ;

Soient u(2m; 3) et ¥(1; 2 — m) deux vecteurs du plan, ou m est un parametre réel.

Déterminer la valeur de m pour que les vecteurs 4 et ¥ soient orthogonaux.

4) Norme d’un vecteur - distance entre deux points

Propriété 4 :

Si 1(x; y) est un vecteur du plan, alors la norme du vecteur 1 (x; y) est:

llull = /xz +y°
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Cours 4 : Analytique du produit scalaire

(Propriété 5 : \
Si A(x4; y4) et B(xg; yg) sont deux points du plan, alors la distance entre A et B est

le nombre réel :

AB = ||AB|| = \/(xB —x2)*+ (g — ya)*

ﬂl}gﬁfication 3:
Considérons les points A(—3;—1), B(1;1) et C(-5; 3).

Calculer les distances AB, AC et BC. En déduire la nature du triangle ABC.

5) Expression de cos0 et sin0

Gropriété 6:
Soient U (x; y) et v(x’; y") deux vecteurs non nuls du plan et 8 une mesure de

I'angle (Tf,\f}) Ona:

u.v xx' +yy' =
cos 0 = — — =
[lul| < [[v]| \/xz + y? x \/x’z + y'? f
U
_ det(u; v) xy —x'y
et sinf = =

Il x |[7]] JEZ+ Y xS+ y”
J
Application 4 :

Considérons les points A(1;1), B(—1;2) et C(4;5).

® Calculer AB.AC et det(ﬁ; A_C))

@ Soit 6 une mesure de I'angle (A—B), R) Calculer cos @ etsiné.

II- Droite dans le plan (Etude analytique)

1) Vecteur normal a une droite

/
Définition 1 :

Soit (D) une droite de vecteur directeur .

Un vecteur normal a la droite (D) est un —>

vecteur non nul orthogonal au vecteur .
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Cours 4 : Analytique du produit scalaire

Propriétée 1 :

Soit (D) une droite d’équation cartésienne : ax + by + ¢ = 0.

Le vecteur 71(a; b) est normal a (D).

Exemple :
Considérons la droite (D) telle que: (D) : 3x + 7y — 8 = 0,

On a: u(—7; 3) est un vecteur directeur de la droite (D),
et 71(3; 7) est un vecteur normal a (D).

Application 1 :
Donner un vecteur normal a la droite (D) dans chacun des cas suivants :

D):x—4y+3=0 ; (D):2x—-5=0 ; D):y+6=0

G’ropriété 2: \

Soient (D) et (D) deux droites de vecteurs normaux respectifs 71 et n'.

> (D) et (D") sont perpendiculaires si, et seulement si 7.n' = 0.

> (D) et (D") sont paralléles si, et seulement si 7 et n’ sont colinéaires.

S

2) Equation d’une droite définie par un point et un vecteur normal

Propriété 3 :

Une équation de la droite (D) passant par le point A(x,; y,) et de vecteur normal
n(a; b) est:
a(x—x,) +b(y—ys) =0

En effet, soit M(x; y) un point du plan, on a:
M@x;y) € (D) & AML1#

& AMiAi=0 ,\ﬁ,
= x—x)Xa+@y—y,)Xb=0 M

Ainsi: (D) :a(x —x4,) +b(y—y,) =0

(D)

W\ Application 2 :
Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point

A(—1;4) et de vecteur normal 11(2; 3).
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Cours 4 : Analytique du produit scalaire

Application 3 :
Considérons les points A(2; 1) et B(4; 3).

Déterminer une équation de la droite (D), médiatrice du segment [AB].

3) Distance d’un point A a une droite (D)

q)éfinition 2:

Soient A un point du plan et H le projeté
orthogonal de A sur une droite (D).

La distance AH, notée d(4; (D)), est appelée

la distance du point 4 a la droite (D).

N C’est la valeur minimale de la distance AM lorsque M décrit (D).

@‘ropriété 4 : \
Soient A(x,4; y,) un point du plan et (D) une droite d’équation ax + by + ¢ = 0.
La distance du point 4 a la droite (D) est :

lax, + by, + c|

WD) ==

e

Application 4 :

@ Calculer la distance du point A(0; 2) ala droite (D):4x + 3y —7 = 0.
@ Calculer la distance du point B(l ; 1) ala droite (D):4x + 3y —7 = 0.

III- Etude analytique du cercle dans le plan

1) Equation cartésienne d’un cercle

1.1- Cercle défini par son centre et son rayon

Propriété 1 : (C

Soit Q(a; b) un point du plan et r un réel positif.

Le cercle (C) de centre () et de rayon r a pour équation

cartésienne : (x —a)®*+ (y — b)? = r?

\ Démonstration :
Un point M (x; y) appartient au cercle (C) de centre £2(a; b) et de rayon r

si, et seulement si : QM = r, ce qui est équivalent a : \/(x —a)*+ (y—-b)=r.

P
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Cours 4 : Analytique du produit scalaire

Exemple 1:
Le cercle de centre Q(5; —1) et de rayon 3, a pour équation: (x — 5)* + (y + 1)* = 9.

/| Le cercle trigonométrique de centre O et de rayon 1, a pour équation : x> + y* = 1.

Application 1 :

On consideére le point A(3; —5) et le cercle (€C) de centre A et de rayon 2.
1. Déterminer une équation cartésienne de (C).

2. Le point B(2; 5) appartient-il au cercle (C) ?

1.2- Cercle défini par un de ses diamétres

Propriétée 2 :

Le cercle (C) de diametre [AB] est 'ensemble des points M tels que : AM.BM = 0.

Une équation cartésienne de (C) est :

(x—x)(x—xp) + (¥ —y) (¥ —yp) =0

Démonstration :

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Le point M appartient au cercle (C) de diametre [AB] A

si, et seulement si le triangle ABM est rectangle en M,
c'est-a-dire si, et seulement si les vecteurs AM et BM sont orthogonaux,
ce qui est équivalent a dire que AM.BM = 0.

On obtient donc une équation de ce cercle en utilisant I'égalité : AM.BM = 0.

Exemple 2 :

Donner une équation du cercle (C) de diametre [AB] ou A(5;—2) et B(3;2).

Solution :Ona: M(x;y) € () & AM.BM =0 2

Or: m(x—S;y+2) et W(x—3;y—2),

on obtient donc:
Mel@) & (x—5.x-3)+(y—-2).(y+2)=0
& x*—3x—-5x+15+y*—4=0

-1

-2

Alors : x* + y* —8x + 11 = 0 est une équation du cercle (C).
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Application 2 :

On considére les points A(4; —5) et B(2; 0).
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle (C) de diametre [AB].

2. Déterminer les coordonnées du centre (), et le rayon du cercle (C).

1.3- Ensemble des points M(x;y) du plan tel que : x>+ y* + ax+ by+c=0

Exemple 3 :

Déterminons I'ensemble (&), des points M (x; y) du plan qui vérifient I’équation :

x>+ y*—10x —4y +13 =0

Solution : En utilisant des formes canoniques, on a:

x> —10x+y?—4y+13=0 & x2—10x+25+y* —4y+4=—-13+25+4

© (x—-52%+(@y—-4)?*=16
Donc I'équation : x* + y* — 10x — 4y + 13 = 0 est une équation d’un cercle (£) de

centre Q(5;4) etderayonr = V16 = 4.

Application 3 :

Déterminer dans chaque cas, I'ensemble (£), des points M (x; y) du plan qui
vérifient 'équation :
O xX*+y*—6x+2y+7=0. 9x2+y2+4x—y+%=0.

® 9x> + 9y* — 6x — 18y = 26. O x*+y*—4x+5=0.

2) Représentation paramétrique d’un cercle

/Propriété et définition : \
Le cercle (C) de centre Q(a; b) et de rayon r est 'ensemble des points M (x; y) qui

- . xX=a+rcosé
vérifient le systéme : (S) { T (6 € R)

Le systeme (S) est appelé une représentation paramétrique du cercle (C).

Une représentation paramétrique du cercle (€) de centre Q(—5; 3) et de rayon v2

x =—5++2cos@
est:
y=3++2sinf

1 Bac science 7
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Cours 4 : Analytique du produit scalaire

Application 4 :
Déterminer I'ensemble des points M (x; y) du plan qui vérifient le systeme :

x =3cost

(S){y:Z+35int/tE[R

IV- L’interieur et I’exterieur d’un cercle

L

Définition : \
Soit (C) un cercle de centre Q et de rayon r avec r > 0 et M un point du plan.

> Le point M est sur le cercle (C) si, et seulement si QM = r.

> Le point M est a /intérieur du cercle (C) si, et seulement si QM < r.

> Le point M est a ’extérieur du cercle (C) si, et seulement si QM > T./\A

—

Conséquences :

Soit (C) un cercle d’équation x* + y* + ax + by + ¢ = 0.

Pour tout point M (x,; y,) du plan,on a:
> M est un point du cercle (C) si, et seulement si x2 + y2 + ax, + by, + ¢ = 0.
> M est al'intérieur du cercle (C) si, et seulement si xZ + y3 + ax, + by, + ¢ < 0.

> M est a 'extérieur du cercle (C) si, et seulement si x3 + y§ + ax, + by, + ¢ > 0.

Application 1 :Soit (C) un cercle de centre Q(3; —1) et de rayonr = 2.

Déterminer la position des points A(1; 1), B(5; —1) et C(4; 0) par rapport au (C).

Exemple 1 : ( vésolution graphique d’'un systéme d’inéquations )

Nous allons résoudre graphiquement le systéme : (S) { iz i iz : gx>—06y +9<0
eOna:x?+y2—4x—-6y+9=0
e (x-2+@-3)°=2°

| Donc x* + y* — 4x — 6y + 9 = 0 est I'équation

Q du cercle (C) de centre Q(2; 3) etde rayonr = 2.

| ®0Ona:x*+y*—9 = 0estl'équation du cercle

(C") de centre 0(0;0) et de rayon r' = 3.
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® L’ensemble des points M (x; y) qui vérifient (S) est I'intérieur de (C) intersection

I'extérieur de (C").

Exemple 2 :

x> +y*—4x+2y—4>0

Nous allons résoudre graphiquement le systéme : (S) { 2%+ 3y —6>0

eO0na:x*+y*—4x+2y—4>0 © (x—-2)2+(@y+1)?>3?
Donc les solutions de cette inéquation sont les couples (x; y) des points qui se

trouvent a I'extérieur du cercle (C) de centre Q(2; —1) et de rayon r = 3.

® Les solutions de I'inéquation : 2x + 3y — 6 > 0 sont les couples (x; y) des points
qui se trouvent au-dessus de la droite (D) d’équation: 2x + 3y —6 =0

(demi plan qui ne contient pas 0(0;0),car: 2X0+3Xx0—-6=—-6<0)

® Finalement I'’ensemble des solutions du systeme (S) sont les couples (x; y) des

points qui appartiennent a la partie colorée en gris.

(D) ? (p)

V- Positions relatives d’un cercle et d’une droite

1) Positions relatives d’un cercle et d’une droite

i |Propriéteé 1 :

Soit C(Q; r) un cercle de rayon r strictement positif et (D) une droite dans le plan.

Pour étudier les positions relatives du cercle (C) et de la droite (D), il suffit de
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" ) (" déterminer la distance de Q a (D) et la comparer au rayon .

d(Q; (D)) >r d(Q; (D)) <r d(Q; (D)) =r
la droite (D) ne coupe la droite (D) coupe le la droite (D) etle cercle (C) | F
pas le cercle (C). cercle (C) en deux ont un seul point en commun.
points distincts. Ont dit que la droite (D) est k
(D) tangente au cercle (C). E
(D)
H D
@ , . A (D)
\ (C [-]
B
©n®) =0 (©)n (D) = {4;B) (©n©®) = )
Exemple 1 :

Etudier la position du cercle (C) de centre Q(5; —3) et de rayon r = 4 avec la
droite d’équation (D) : x — 2y + 2 = 0.

Solution :Ona: d(Q; (D)) = % = % > 7

Donc : la droite (D) ne coupe pas le cercle (C).

Exemple 2 :

Etudier la position du cercle (C) de centre Q(—4; 3) et de rayonr = 5 avec la

droite d’équation (D) : x —3y +8 = 0.
|-4-3x3+8] _ 5

J12+(=3)2 V10 <

Donc : la droite (D) coupe le cercle (C) en deux points distincts 4 et B.

| Sofution :Ona:d(Q; (D)) = r

/| ® Déterminons les coordonnées des points d’'intersections ?

(x+4)*+ (y—3)? =52

On va résoudre le systeme suivant : (S){ X—3y+8=0
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Ona: x—3y+8=0 & x=3y—8
En remplacant x dans la premiere équation,
ontrouve: (3y —4)*+ (y — 3)? = 52

Donc: 10y*—30y =0

Donc: y=0 ou y=3

En remplacant y dans I'équation x = 3y — 8,

on trouve:

poury =0, ona:x=3xXx0—-8=-8

etpoury =3, ona:x=3Xx3-8=1

Donc : les points d’intersections sont: A(—8;0) et B(1; 3).

Application 1 :

© Etudier la position du cercle (C) de centre Q(1;2) etde rayonr = 1 avecla
droite d’équation (D) : y = 3.

® Etudier la position du cercle (C) : x*> + y* — 2x + 4y — 11 = 0, avec la droite
d’équation (D) : x +y — 3 = 0.

2) Equation de la tangente a un cercle en un de ses points

@ropriété 2:
Soit (C) un cercle de centre Q(a; b) et de rayon strictement

(1)

positif et A(x4; v4) € (C).
La tangente a (C) en A est I'ensemble des points M tels

que:m.mzo.

Une équation cette tangente est:

(x—xp)@—x)+ Y —ya)(b—y4) =0

|  Exemple 3 :
Q Soit (C) le cercle d’équation : x* + y* — 4x — 2y = 0.
© Vérifier que: A(3; —1) € (C).

® Déterminer une équation de la tangente au cercle (C) au point A.
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Solution :
OOna: x3+yf—4x,—2y,=3*+(-1)*—4x3-2x(-1)=0
Donc: A(3;—1) € (C).
®Ona: x*+y*°—4x—-2y=0 & x?2—4x+4+y*—-2y+1=4+1
2
& (x—-2)2+(@-1)2=4+5
Donc (C) est le cercle de centre Q(2; 1).
Soit (T) la tangente a (C) en A(3; —1)

Donc (T) estla droite passant par A et de vecteur normal E(z —-3;1+1).

Donc: M(x;y) € (T) & AM.AQ =0 )
Or: AM(x —3;y + 1) et AQ(—1;2), T¢
on obtient donc: 2
0
Me(l®) & (x-3)x(-D+@y+1)x2=0 \ /
S —x+3+2y+2=0
0 1 2 3 4 5 6 7
& —x+2y+5=0 - A
Donc une équation de la tangente (T') est: _,
x—2y—5=0

Application 2 :

Soit (C) le cercle d’équation: (x — 1)? + (y + 2)? = 25.
© Vérifier que : A(4;2) € (C).

® Déterminer une équation de la tangente au cercle (C) au point A.
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