Produit scalaire dans le plan Beweraues %
I Produzt scalalre de deux vecteurs
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## Définition:
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Soient U et v deux vecteurs du plan et A, B et C trois points du plan tels que :
u=AB et v=AC .
Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

Le produit scalaire des deux vecteursu et \7, noté u.v, estle nombre réel défini
comme suit :

e Si AB et AH ont méme sens, alors : UV =ABx AH .
e Si AB et AH ont des sens contraires, alors : UV =—ABx AH .
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w.W =—AB X AH U. v =AB x AH
&  Application ©:
Soit ABCD un trapéze isocéle tel que: D J c

AB =6 etCD =5et soient | et Jles milieux

|
respectifs de[ AB] et [CD]. (voir la figure). !
|
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Calculer les produits scalaires suivants : A D’
. ABAD  « AIAC'  + ABEC 1
e ABCD e AL e BIID

## Propriété: Formule trigonométrique du produit scalaire

e Soient U et v deux vecteurs du plan, on a : G.v=||u||x||v||xcos(u;\7) .

e Soient A BetC trois points du plan, on a : AB.AC = ABx AC xcos(BAC) .

F
S 4 3

L

&  Application @:

1) Soient u et v deux vecteurs du plan. Calculer u.vdans les deux cas

suivants : o
oi-1 M:@, ot (uv) = £ 2], M
o] -2 [i|- . et @)= [2r] 1

2) Soit ABC un trlangle équilatéral tel que AB =4 . Calculer ACCB.
3) Soit ABC un triangle isocéle en A tel que BC =6. Calculer AC.AB.
4) Soient U et v deux vecteurs du plan. Déterminer les mesures possibles de

'angle orienté (u v)sachantque HUH— HVH J2,etuv=-26.

& Exercice :
ABC un triangle isocele en A tels que AB=3etBC =33 .
1) Calculer CACB.




| II.  Propriétés du produit scalaire :
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2) En déduire ACB et CAB.

~# Propriété.

‘ Soient u,vetw trois vecteurs du plan et k un réel. On a:

e UV =VU
. (kG)J:J.(kJ):k(G.\?)

—

(] U.(V +W)=UV +uw

- = -2 -2 =2 , . . -
e UU=U =HUH ( u est appelé carré scalaire de u)

& Application ®:
2

Soient u et v deux vecteurs du plan tels que : HGH =2, H\?H =3, et (ﬁ)z?[h]

2 Calouler 4y, 0, V" et (20 _v).(a+gv) .

| - ## Propriété:
Soient uetv deux vecteurs du plan. On a:

o |u+7v|?=>G+v)?=|ull?+2u.v+ ||y
i — 91> = (@ — v)* = [|[ull* — 2.9 + ||7]]>.

o (@+D).@-D)=u>-%= 4l - 17l
- - 1 — - — -

‘ o uv=(ld+7I? - ll* - 1171%).

v
1
v =~ (=11l = 121>~ @ — #]1*).

& Application ®:

1) Soient u et v deux vecteurs tels que HGH =2, H\?H =3, et (ﬁ) E%[Zﬂ'].

Calculer :uv et (2u- 3v)?.

‘ 2) Soient U et v deux vecteurs tels que HGH:\/E H\?H:Z, et HG+\7H:7.
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Calculer : uv et |lu- v

77 Propriété:

| Soient A, Bet C trois points du plan, on a : E.E:%(AB% AC2-BC?).

O Démonstration:

—— 11— AC AB-AC
AB.ACZE(HABHZ+HACHZ_HAB_ACHQ)

| =578l +[Ac] -[re A

:%(ABZ+AC2—BC2)

‘ & Application ®:

1) Soient A, BetC trois points du plan tels que : AB =1, AC =+/3et BC =+/2.

Calculer : AB.AC et BC.AB.
‘ 2) Soit ABC un triangle rectangle en A. Calculer : AB.AC .
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77 Propriété:

Soient uetv deux vecteurs du plan.
uetv sont orthogonaux, et on écrit GJ.\?, si et seulement si uv =0

& Application ®:

Soient uetv deux vecteurs orthogonaux du plan tels que : HGH =4, et M =5.

Déterminer le réel m sachant que : (mﬁ+§).(ﬁ+\7)=13.

& Exercice :

ABC est un triangle AB=1, AC =+/2 etcos(,&) _ L

22

1) Calculer AB.AC.
B
2) Considérons D un point du plan défini par : AD :§(AB +2AC).

«)- Calculer AB.AD.
b)- Conclure.
III.  Théoréme d’Al-Kashi
SZIN N
Soit ABC un triangle. On a : AB.AC :g(ABZ+ AC2-BC?).

Donc : BC2= AB2+ AC2—2AB.AC.
Par conséquent : BC2= AB2+ AC2—-2AB x AC xcos(BAC) .
2 Théoreme: Théoréme d’Al-Kashi

Soit ABC un triangle. On a:

e BC2=AB2+AC2-2ABxAC xcos(,AA)
e AB2=AC2+BC2-2ACxBCx cos(é)
e AC2=AB?2+ BCZ—ZABxBCxcos(IAS)

& Application @:

A

1) ABC est un triangle tel que AB =3, AC:SetAzg . Calculer BC.

~ 5
2) MNP est un triangle tel que MN =+/3, NP =2etN :?ﬁ . Calculer MP .

1V,  Theoreme de la mediane
Soit ABM un triangle etl le mmeu ue |Ab) .

Calculons MA? + MB? en fonction de Ml et AB.
—_— = — — — — 1
MA? + MB* = MA® + MB* = (MI + TA)* + (M +1B)* = 2 MI* + 5 AB?

77 Théoréme: théoréme de la médiane

Soit ABM un triangle et le milieu de [AB]. On a: MA2+MB2= 2MI2+%ABZ.

& Application ®;

ABM un triangle et | ,J et K les milieux respectifs de [AB] , [AM ] et [BM] .
Sachantque : AB=4, AM =3etBM =4, calculer les distances Ml , AK et BJ.

& Exercice :
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ABCD est un parallélogramme tel que BAD = g et AD=4etCD =6etsoitO le

milieu du segment [ AB].

1) Calculer les distances BD et AC .

2) Montrer que pour tout point M du plan que MA2+ MB2? =2MO2+18 .

3) En déduire 'ensemble des points M du plan tel que MA? + MB? = 24.

V.  Relations métriques dans un triangle rectangle
o o 5
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77 Propriété:

e Y A

Soient ABC un triangle et H le projeté orthogonal de A sur (AB) et | le milieu
de [BC].

ABC est rectangle en ABC si et seulement si l'une des relations suivantes est
vérifiée :

v BC’=AC’+AB’.

v. AB°=BHxBC.

v AH’=HBxHC.
v

Al :EBC.
2
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& Application ®:
Soient ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur (BC) et
AB=3, AC=4.
Calculer les longueurs BC, HC, HB et AH
& Exercice de synthese :
Soit ABC untriangletelque: AB=3 et AC=1 et cos(BAC) :%1.
1) Vérifier que : AB.AC = —1.
2) Calculer la distance BC .
3) Soientl etJ les milieux respectifs de [BC] et[AC] .
a/- Calculer Al etBJ.
b/- Calculer 1A.1B .

4) Soit E un point du plan tel que : AE :gﬁ .

al- Ecrire le vecteur IE en fonction de AB etAC.
b/- Montrer que les droites (AB)et (IE) sont perpendiculaires .



