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Les suites numeériques

I. Geneéralites sur les suites numériques

oit ny € N etl une partie de N tel que I = {n € N/n > n,}.

S
1. Deéfinition d’une suite

On appelle suite numérique toute fonction définie sur / (I < N)se note U, V...

. Vocabulaire

2
Soit U une suite numérique définie sur I (I  N).

Pour tout n € N le nombre U(n) se note U, .
La suite U se note (Uy)ner 0u (Up)psn,-

Le nombre U,, s’appelle terme générale de la suite (Up,)psn,-

Le nombre U, s’appelle le premier terme de la suite (Uy)y5p, -

oy

xemple

Le terme général de la suite des nombres pairs est U,, = 2n pour tout n € N et son premier
termeest Uy =2X0=0

Le terme général de la suite des nombres impairs est U,, = 2n + 1 pour tout n € N et son
premier termeest Uy =2 X0+ 1 =1

Application @

2+5n

Soit (Uy,),,,-une suite numérique définie par U,, =

1) Calculer les trois premiers termes de (U,,)
2) Calculer U, + 1, Uy et Uspyq
3) Déterminer la valeur de n (rang) telle que U,, = %

.
nenN

Remarque
I1 existe deux types des suites :

v Suite définie explicitement en fonction de rang n

Ce type permet de déterminer directement les termes de la suite ; en remplagant n par des valeurs
possibles.

Exemple

L

La (Uy), ., +définie par U, = 2n + 3 : est une suite définie explicitement Telle que U; = 2 X 1 +
3=5:U,=2x7+3=17......

v Suite définie par une relation de récurrence

Cette suite peut étre définie par son premier terme (ou par ses premiers termes) ; et par une relation
de récurrence permettant de calculer chaque terme en fonction des termes précédents.
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Exemple
. . Up=1 . . .
e La suite définie par 1 ; (vn € N) est une suite définie par une relation de
récurrence.
1 1 7 1 17 7 19
OnaUlz_U0+3:_X1+3:_ ) U2:_U1+3:_X_+3:_+3:_
2 2 2 2 272 4 4

Vl == 1
e La suite définie par { ; (vn € N) est une suite définie par une relation de
P Viiz = 2Vn41 +3 P

récurrence.

OnaV, =2V, +3=v2Xx1+3=+5

Application @

U0=2
_ Up ;(Vn€eN)

Soit (U,,)nerune suite numérique définie par U... —
n+1 Un+1

Calculer U; , U, et Us

II. Suite majorée — Suite minoréee — Suite bornée

'
e
o3
<
=
N

. . , . , . 2+n
Soit (U,,),epyune suite numérique définie par U,, = T

1) Calculer U, , U, et Ug
2) Montrerque 1< U, <2

>
s
S~
S
S~y
=Y
S
3

M

Soit (U,,) e une suite numérique.

e On dit que la suite (U,,),¢ st majorée par un nombre réel M si et seulement si (Vn € I); U, <
M

*On dit que la suite (U,,),,c;est minorée par un nombre réel m si et seulement si (Vn € I); U,, =
m.

*On dit que la suite (U,,),¢;est bornée s’elle est majorée et minorée.

Application @

UO=E

Soit (U, ),une suite numérique définie par : sup+2; (VN EN)
n+1 —

w

T 2Un+3

1) Calculer U, , U, et Us
2) En utilisant le raisonnement par récurrence montrer que(U, )est majorée par 1 et minorée par 0.

Propriété

Soit (U,,) e une suite numérique.
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(Up)nesestbornée © 3k e R, /|U,| < k

$ 2
S P4
2 Exemple 5
§ U, = 2cos(n) + sin(n) (vn € N) $
2 Ona (Vn € N) ;|U,,| < 3 donc (U,,)est bornée. $
§ III. Monotonie d’une suite numérique $
2 Définition 5
S 2
2 Soit (U,,) e une suite numérique. 5
2 *  On dit (U,),c,est une suite croissante si et seulement si ' Sm= U (Vvme D(Vnel). 5
2 *  On dit (U,),c,est une suite décroissante si et sculement si " <m=U,2U, (vmeD(vnel). 5
2 *  On dit (U,),c est une suite constante si et seulement si <m=U,=U, (Vvm e )(Vnel) $
S Propriété 4
2
2 Soit (U,) e une suite numérique. $
S 2
§| % On dit (U,),e €5t une suite croissante si et seulement si (vn € 1) ;U,, < Upyq. {
2 *  Ondit (U,),eest une suite décroissante si et seulement si (Vn € 1) ;U,, = Upy;. $
2 *  Ondit (U,),e est une suite constante si et seulement si (vVn € I) ;U,, = Upyq. 5
S e 2
S emarque ?
2 Soit (Uy,)ne une suite numérique telle que (vn € I); U,, > 0 5
2 o (Up)ne st strictement croissante < % > 1. 5
S : dé : <:>nUn+1 1
S o (U,)nes€st strictement decroissante o < 1. D
2 ®  (Up)nesest croissante s’¢elle est minorée par U, ; et décroissante s’elle est majorée par U, pour 5
S tout n > n,. e
S . P4
§ Application ® p 4
S P4
2 Etudier la monotonie de la suite(U,,) dans les cas suivants 5
Q 201 , _ (1" o =t P4
S Up = n+4 ’ Up =4 (3) » Un = 2n P 4
2 Upy1 = Up +2 ’ Upny1 = Up — 3n 5
2 1V. Suite arithmétique 5
S 1. Définition d’une suite arithmétique e
S P4
2 Activité $
2 Soit (U,)une suite numérique définie par U, = 2n + 3 5
S P4
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< 1) Calculer les quatre premiers termes de (U,). Que remarquez-vous ?
§ 2) Calculer Uy, — Uy, pour toutn € N .

Définition

Soit (U,) e une suite numérique.

On dit que (U,,) e €st une suite arithmétique si et seulement si 3r € R/U,, ., = U,, + r donc.

Le nombre réel r s’appelle la raison de la suite (U,,) ;-

Remarque

Pour montrer qu’une suite numérique (U,,),¢;€est arithmétique il suffit de montrer que
(vn €1); Uy, — U, =1, de telle sorte que r ne dépend pas de n.

o
S
lé
Cy

Soient (U, )et (V,,)deux suites numériques telles que U, = —4n+ 1 etV, =n?+ 2

= Ona(VneN);Up;—Up,=—4n+1D)+1—-(—4n+1)=—-4n—-4+1+4n—-1=—4

Donc (U,,) est une suite arithmétique de raison r = —4

= EtOna (VneN); V-V, =(n+1)?2+2-n?+2)=n?+2n+1+4+2-n?2—-2=2n+1
Donc la suite (V;,)n’est pas une suite arithmétique car la différence V,,,; — V},, dépend de n.

2. Terme générale d’une suite arithmétique en fonction de n

Propriété

Si (Uy,)nesest une suite arithmétique de raison r alors V(n,p) € I’ona U, = U, + (n — p)r

Exemple

Soit (U,,)une suite arithmétique de raison r = 2 et son premier terme est U, = —3
OnalU, =U,+(n—p)rdoncU, =Uy+(n—0)Xr=-3+2n
Application ®

1) Soit (U,)une suite arithmétique telle que : U, =5 et U,5 = 15
a) Déterminer r la raison de la suite (U,,).
b) Exprimer U, en fonction de n.
¢) Le nombre 203 est-il un terme de la suite (U,,) ? justifier

= Propriété caractéristique d’une suite arithmétique

Si x ,y et z (dans cet ordre) trois termes consécutifs d’une suite arithmétique alors on a x + z = 2y

Application ®
Soit (U,),, une suite arithmétique telle que U; + U, + U; = 15.

Calculer U, .
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3. Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

Propriété

Si (U,,)ne €8t une suite arithmétique de raison r alors V(n,p) € I?on a
Uy + Uppy + Upygtennnn. +U, = S22 (U, + Uy,).

U, le premier terme de la somme, U, le dernier terme de la somme et (n — p + 1)le nombre
termes.

&
S
lé
Cy

Soit (1},) une suite arithmétique telle que V,, = 2n + 3 .Calculer S = Y5 _, Vy

Onas$ = Zi:o Vi = Sl Vo +V5)
E

2

tonalVy,=2x0+3=3etVy=2x9+3=21 DoncS =5(3+21) =120

Application @

Soit (U,)une suite arithmétique telle que : U; = 5 et U;, = 20

1) Déterminer r la raison de la suite (U,). Puis déduire U,en fonction de n.
2) Calculer S = Uz + U,+..... +U;s

V. Suite géeométrique

Définition d’une suite géométrique

N~

ctivite

Soit (U,,) une suite numérique définie par (vn € N); U,, = 4 x 3™

U, U U
1) Calculer U—l , U—Z et -2 Que remarquez-vous ?
0 1 2

2) Déduire U, en fonction de U,, pour tout n € N.
Définition

Soit (U,) e une suite numérique.

On dit que (U,,),¢;€est une suite arithmétique si et seulement si 3q € R/U,, ., = qU,.

Le nombre réel g s’appelle raison de la suite (U,,),¢;-

o
:
|§
0y

Soit (U,,)une suite numérique telle que (Vn € N) ;U,, = —7 X 5™.

OnaU,,; =-7x5"l =—-7x5"x5=5U,,.
Donc (U, )est une suite géométrique de raison 5.
Remarque
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n’n
S Pour montrer qu’une suite numérique (U,) ¢ est géométrique il suffit de montrer que

(Vne); % = q(U, # 0), de telle sorte que q ne dépend pas de n.

2. Terme générale d’une suite arithmétique en fonction de n

Propriété

i (Uy)nesest une suite géométrique de raison q alors V(n,p) € Iona U, = U, X q"7P .

Remarque

Soit (U,,)ne;est une suite géométrique de raison q.

e Sip=o0alors U, =U, xq".
Sip=1alors U, = U; x q" L.
e Sig =1 alors la suite (U,,),,¢;€st une suite constante.

Application
Soit (U,,)est une suite géométrique de raison q telle que U; = —2 et U, = 5.

Déterminer la raison de la suite (U, )puis déduire le terme général en fonction de n.

= Propriété caractéristique d’une suite géométrique

Si x ,y et z (dans cet ordre) trois termes consécutifs d’une suite géométrique alorsona x X z = y?

Application @

Soit (U,)une suite géométrique telle que U; X U, X U3 = 27. Calculer U,
3

. Somme de termes d’une suite géométrique

Propriété :

Si(U,,)ner€st une suite géométrique de raison q (q # 1), alors

, . 1—qn-P+1
La somme des termes consécutifs S = Uy, + Upyq + Upyzt........ +Uy est: S = U, x ( )

Application @

Soit (U,)une suite géométrique telle que U, = 2 et ¢ = —3.

1) Exprimer U,, en fonction de n .
2) Calculer Uy, U,, Uz et U,
3) Calculer S = Y5 _, Uy

Exercice

1
UO ==
Soit (U,,),,une suite numérique définie par 2 ;(Vn eN)
n+1 = EUn

1) Calculer Uy, U, et Ug
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< 2) Soit (V,) une suite numérique definie par , = > — Uy,

% a) Montrer que (V,)est une suite géométrique, en déterminant sa raison et son premier terme.

b) Exprimer V, en fonction de n.

¢) Déduire U,en fonction de n.

d) Calculer S = Y5_oVj .
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