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Suites numériques

L Generalites sur les suites numériques :
= C o O =

& Activité ©:
1. Compléter avec deux chiffres qui correspondent a la séquence de chacune des listes
suivantes :

a. 0,3,6,9,.
b. 1,2,4,8,.
11 1
c. L=-—, ...
>4’ 9% 16’
Chacune des listes ci-dessus est appelée une suite numérique et les nombres qui la

constituent sont appelés termes de cette suite.
2. Quelle est la relation que 1'on adopte dans chaque liste pour passer d'un terme au terme
suivant ?
1. Définition et Notation :
Soit p un entier naturel. On pose I = {n € N/n > p}.
77 Définition :

Tout fonction numérique u définie sur I est appelée suite numérique.
e ['image par u d'un entier n de [ est notée u,, .
e u,est appelé le terme général de la suite u.

O Remarques :

- Une suite numérique u se note (Up)ner OU (Up)nzp.

e Sil = N, u senote (u,) ou (U,), ou (Uy)n>0 OU (Uy)neN-
e Sil = N", usenote (Up)p>1 OU (Up)en*

- Le réel u,, est le premier terme de la suite (Uy)p>p.

O Exemples :

o La suite (u,) o telle que définie les multiples de 4. Onauy = 0, u; = 4 etuz = 12.

o1, 10, 100 et 1000 sont des termes de la suite (v,),,50 telle que (Vn € N) v, = 10™.

o La suite de terme général w,, = Vn — 3 est définie n > 3. On la note donc par (W) >3 €t

son premier terme est wy = V3 — 3 = 0.
&  Application @ :
On considére la suite (u,) définie par: (Vn € N"):u, =2 + %
1. Calculer les trois premiers termes de (u,,).
2. Calculer u, + 1, U141, Ugp €t Uy pour tout n de N* .
3. Trouver I’indice n tel que u,, = B

21
O Remarques :

On distingue deux types de suites numériques :

o Suite définie explicitement par son terme général. C’cst une suite ou le terme général est
une fonction connue de l'entier n .

o Suite récurrente. C’est une suite définie par son premier terme et par une relation qui
permet de calculer un terme a partir d'un ou de plusieurs termes précédents.

O Exemples :

On considere les suites (u,), (v,) et (w,,) définies respectivement par :
Uy = 2 v0=2,2v1=—1
{un+1=3un—1; neN ’{vn+2=%; neN
Les suites (u,) et (11,) sont des suites récurrentes tandis que (wy,) est une Suite définie

explicitement par son terme général.
&  Application @ ;

et (Vn € N):w, =2" —%.

u0=2

On considere les suites (u,) et (v,) définies respectivement par L N
Unb1 = 75,0 T

Untz = 2Up4q + Uy N ENT

‘ { U0=2,v1=_1
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1. Calculer uq, u,, v3 et v,.
2

2n+1°
2. Suites majorée - suites minorées - suites bornées :

£  Activité @:

2. Montrer par récurrence que : (Vn € N); u, =

1 : s +4
On considere la suite (u,,) définie par u,, = % pour tout n € N .

1. Montrer que u,, < 4 pour tout n € N .
On dit que la suite (u,,) est majorée par 4.
2. Montrer que u,, = 1 pour tout n € N.
On dit que la suite (u,,) est minorée par 1.
3. En déduire que 1 < u,, < 4 pourtout n € N.
On dit que la suite (u,) est bornée.

77 Définition :

Soit (u,),e/une suite numérique .

e On dit que (u,)ne; €St majorée si ct seulement s'il existe un réel M tel que
(WVneD:u, <M.

e On dit que (u,)nes €St minorée si ct seulement s'il existe un réel m tel que
(Vvne:U, =m.

e On dit que (u,)nesest bornée si est a la fois majorée et minorée.

O Exemple : extrait de rat 2013
On considere la suite (u,,) définie par uy = 2 et U,y = %un + % pour toutn € N .

Montrons par récurrence que la suite (u,,) est minorée par 1.
&  Application @ :

U, =4

On considere la suite (u,,) définie par 4U, -3 .
U,,=—= Vnel

Un

Montrer que (Vnell ):U, >3.

& Exercice @:
U,=0

On consideére la suite (u,,) définie par 2U +1
U,, = U ”+2 Vnell

Montrer que (Vrnell ):0<U, <1.
77 Propriété:

(Up)nes st une suite numérique.
(Up)nes est bornée si et seulementsi (IM € RY) ; (vnel) : |U,| < M.

O Exemple :
On considére la suite (u,,) définie par U, =2cos(n’ +2)+1 pour toutn € N .
Ona (Vnell):|U,|<3,alors (u,) est bornée.

8. Monotonie d'une suite :
77 Définition :

Soit (u,),e/une suite numérique .

e On dit que (uy)yes est croissante si et seulement si (Vp;q € :ip < q = u, < u,.
o On dit que (uy)ne; est décroissante si et seulement si (Vp;q € ):p < q = u, = u,.

e On dit que (u,)nes st constante si et seulement si (Vp;q € ):p < q = u, = u,.

77 Propriété:

(Up)nes st une suite numérique.
o (Uy)ne €St croissante si et seulement si (Vn € I): U, yq = Uy,.

‘ o (Uy)ner est décroissante si et seulement si (Vn € I): Uy y1 < Uy,.
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e (Uy)ne st constante si et seulement si (Vn € I): Uy = Uy,.

O Exemples :

o Soit (x,) la suite définie par : (Vn € N):x, = 2n — 3.

Soitn € Nyona: x4y —x,=2(n+1)—3—-(2n—-3)
=2n+2-3-2n+3=2>0

Donc : (Vn € N): x,,41 — x, > 0.

D'ou (x,,) est croissante (plus précisément est strictement croissante).

o Soit (y,) la suite définie par : (Yn € N):y = 5x (g)n
. 2+l 1\
SmtnEN,ona:yn+1—yn=5x(§) —SX(g)
_ 2\" 2 _ 2\" -1
=5x(5) x(5-1)=5x() x(5) <.
Donc (vn€N):y, ., —y, <0.
D'ou (ly, )est strictement décroissante .
&  Application @ ;

Etudier la monotonie de la suite (u,),ey dans les cas suivants :
L un=% 2. u, =n%+2n 3.u,=Vn+1 Fou,=(-D"
n
O Remarques :

(Up)nz=p st une suite numérique.
® Si (Up)psp st croissante, alors (Vn = p):uy, = uy,.
* Si (up)nsp est décroissante, alors (Vn = p):u, < u,.

& Application @ ;
uO = 6
un+1=4—ui ; Vn€eN

Soit (u,) la suite définie par : {
1. Calculer u, et u, .
2. Montrer que (Vn € N):u,, > 3.
3. a. Montrer que (Vnell ):U,, -U, = % :
b. Etudier la monotonie de la suite (u,,).
c. En déduire que (Vn €N):u, <6.
& Exercice @:
Uo =3
Soit (v,,) la suite définie par : S %(Un + %) . vneN
1. Calculer v et v, .
2. Montrer que la suite (17,) est minorée par 2.
3. Etudier la monotonie de la suite (v,).
4. En déduire que la suite(v,,) est majorée par 3.
II.  Suite arithmétique :

I e

2. Définitions :
& Activité O:
On considére la suite (u,,) définie par u,, = 3n + 2 pour tout n € N .
1. Vérifierque u; = uy+3,u, =u; +3etuz =u, +3.
2. Montrer que (Vn € N):u,,.; = u, + 3.
On remarque que pour calculer un terme de cette suite on ajoute 3 au terme précédent.

On dit que la suite (u,,) est arithmétique de raison r = 3.
77 Définition :

Soit (u,),e/une suite numérique .
On dit que (u,),¢; est arithmétique s’il existe un nombre réel r tel que (Vn € I): U, q =
u, +r.
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Le nombre 7 est appelé la raison de la suite (1) ¢

O _Technique :

Pour savoir si une suite (u,) est arithmétique on calcule la différence u,, 1 — u,, sile
résultat est une constante r indépendante de n, alors la suite est arithmétique de raison 7.

O Exemples :
o Montrons que la suite (u,) définie par (Vvn € N ):u,, = —%n + 5 est arithmétique.
o Montrons que la suite (v,,) définie par (Vn € N): v, = n? + 5 n’est pas arithmétique.

& Application @ ;

Soit (u,)la suite définie par : s, = Pl

1
un—1
Montrer que (v,,) est une suite arithmétique , préciser sa raison et son premier terme .

2. Terme général d'une suite arithmétique :

Onpose: VneN ; vy, =

77 Propriété:

(Un)nes est une suite arithmétique de raison r et de premier terme .
Le terme général de (up)pne; €5t : Uy = U, + (n — p) X 7 pour tout n = p.

O Remarque :

En particulier, sip = 0,ona:u, =ug+nxr.
Sip=1l,ona:u,=u;+(n—1) xXr.

O Exemple @:

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r = % et ug = 3.Calculons ugy.
Ona: us =u6+(30—6)x§=15.

O Exemple @:

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r tel que ug = 5 et uygg = —45
Déterminons r et u,, en fonction de n

On a Uqgg = Ug + 100r.

Donc : 100r = uj99 — Uy = —45—-5=-50.

\ -1 . 1
D'ou:r=E=?etparsu1teun=u0+nr=—S—EnpourtoutnEN.

&  Application @ :

Soit (u,) une suite arithmétique telle que u; =5 et r = 2.
1. Calculer us ; uqq et uqqq -

2. Déterminer le terme général de la suite (uy,).

3. Est-ce que 203 est un terme de la suite (u,).

B. Somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique :
77 Propriété:

(U, )nes est une suite arithmétique . On a :

(VmpeEN):p<n: S, =uy,tupt...tu, =n—p+1) (unzﬂ)
® u, : le premier terme de la somme.
e (n—p+1):lenombre des termes.

&  Application @ :

Soit (v,) une suite arithmétique telle que vy = 2 et v; = 14.
1. Détermine la raison r de cette suite et son premier terme v.
2. Exprimer v, en fonction de n.

3. Calculer la somme : S = vy + v5 + vg+... +Vys.

& Exercice @:
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Soit (u,)la suite définie par : s, = Sl

1

up—1’
1. Montrer que : (Vn € N):u,, > 1.
2. Etudier la monotonie de la suite (u,,).
3. Montrer que (v,,)est une suite arithmétique, préciser sa raison et son premier terme .
4. Exprimer v,, puis u, en fonction n.
5. Calculer lasomme : S = vy + v; + v, +... +vy,.

III.  Suite géométrique :

: TS =

Z. Définitions :

Onpose: Vn€eN ; v, =

& Activité @:
On considére la suite (u,,) définie par u,, = 3 X 2™ pour tout n € N .
3. Vérifier que u,; = Zuo, U, = 2u1 et Uz = 2u2 .
4_Montrer que (Vn € N):u,,; = u, + 3.

On remarque que pour calculer un terme de cette suite on multiple terme précédent par 2.

On dit que la suite (u,,) est géométrique de raison q = 2.
77 Définition :

Soit (u,),e/une suite numérique .

On dit que (u,)ne; €St géométrique s’il existe un nombre réel q tel que (Vn € I): U,y 1 =

quy.
Le nombre g est appelé la raison de la suite (u,)¢;.

O Exemples :
o Montrons que la suite (u,) définie par (Vn € N ):u,, = —7 X 5™ est géométrique.

o Montrons que la suite (v,,) définie par (Vn € N): v, = n? + 5n’est pas géométrique.

&  Application @ ;
Ug = —2
Uni1 =3Up =1 ; (VREN)
Onpose:VneN ; v, =u, +3
Montrer que (v,,)est une suite géométrique, préciser sa raison et son premier terme .
2. Terme général d'une suite arithmétique :

Soit (u,)la suite définie par :{

77 Propriété:

(Up)nes st une suite géométrique de raison q et de premier terme u,,.
Le terme général de (uy,)nes €5t : Uy, = U, X q"7P pour tout n = p.

O Remarque :

En particulier, sip = 0,ona: u, =uy X q".
Sip=1,ona:u, =u; xXq" L

O Exemple :

. U 3 3
Soit (u,)une suite géométrique telle que u; = et Us = oo
Déterminons u, en fonction de n.

Soit gla raison de cette suite .

3
- 5-2 3:£:L:(1)
Ona:us =u; X g>“. Donc q el .
1

4
4 . — n—2_i _n—Z
Il en résulte d: u, = u, X q _16X() .

Alors q =

Par suite : u,, = 3 X G)n
&  Application QO ;
Soit (v,) une suite de raison g = 2 et de premier terme v; = 5.

1. Calculer uy,.
2. Exprimer v, en fonction de n.

o - SRS . e e Y z =& 3 T N e S
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B. Somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique :
77 Propriété:

Soit (uy,) une suite géométrique de raison q,ona: Vm;p €N ; p<n: §, =u, +
Upprt... HUy.

. _ 1_qn—p+1
> Siq # 1,alors S, = u, x( 1= )
» Sig=1,alors S, = (n—p+1) Xuw,
® u, : le premier terme de la somme.

e (n—p+1):lenombre des termes.

O Remarque :

~lo-¢

_ N+l
Pour tout ¢ € R"\{1} ,ona:1+q+q*+...+q" = llciq '

&  Application QD ;

Soit (u,,) une suite géométrique telle que g = 3et U, = 12.
Calculer lasomme S = Uy + Us + Ug+. .. +Uzq06-
& Exercice @ :

Uy = 0
Soit (u,)la suite définie par : 2up+3
(n) P Upy1 = 5 (VnEN)
. Dy = UnTl
Onpose: Vn €N ; v, = et

1. Montrerque : (Vn €N): 0 <wu, <1.

2. En déduire la monotonie de la suite (u,).

3. Montrer que (v,)est une suite géométrique , préciser sa raison et son premier terme .
4. Exprimer v,, puis u, en fonction n.

5. Calculer la somme : S = vy + vy + v +... +vy,.
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