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Cours 5 : Suites numériques

Pludtes numerigues

| I- Généralités sur les suites numériques

1) Définition et vocabulaire

Activité 1 : Chacune des listes suivantes de nombres obéit a une loi. Découvrir cette ;
loi et donner les deux termes suivants.

a 7;4;1;=2;=5;" b)%;l;z;g,z—g,"-
0 0;3;8;15; 24; - d1;2;3;5;8; -

Activité 2 : On considere I'ensemble des carrés des entiers naturels rangés dans
I'ordre croissant:0;1;4;9; --- de sorte que le premier terme soit 0, le deuxieme
terme soit 1 et ainsi de suite.

1) Déterminer le troisieme et le quatrieme terme.
2)Onpose: uy =0; uy =1; u, =2>=4; u; =3>=09,
a) Déterminer u, et uqg.
b) Exprimer alors u,, en fonction de n.
¢) Exprimer en fonction de n, les entiers : uy,; U,4q €t Uspiq-

Activité 3 : On considere I'ensemble des inverses des entiers naturels non nuls

, . 11 . .
rangés dans l'ordre décroissant : 1; 33 de sorte que le premier terme soit 1, le

.\ 1 . :
deuxieme terme soit > etainsi de suite.
1) Déterminer le troisieme et le huitieme terme.
1 .
2) On pose u,, = — pour tout entier naturel non nul n.

a) Déterminer us; ug et uqgo-
b) Exprimer en fonction de n les réels : uy,; U,41 €t Uspiq-

(Définition 1 : \
» Une suite numérique est une fonction u de N ou d'une partie de N dans R.
» Pour n € N, on note u(n) par u,, et on I'appelle le terme général de la suite ou
terme d’indice n.
> Le terme initial de la suite c’est-a-dire le premier terme de la suite est le terme de

rang 0 et est noté u,.

| | > Lasuite est notée u, ou plus souvent (u, ) ey Ou simplement (u,).

Remarques :
e On peut aussi définir une suite a partir d’'un certain rang n, plus grand que 0, on

note alors la suite par (Uy)psn,-

e Si u, estle premier terme d’'une suite, alors u,, est le terme de rang n.
e Si u, estle premier terme d’une suite, alors u,, estle terme de rang (n + 1).
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Cours 5 : Suites numériques

Exemples :
.. u:N—R . .
e La suite est une suite numérique.
n—2n+1

C’estla suite des nombres impairs:1;3;5;7; ...;2n+1; ..

e Les premiers termes de la suite (v,,) définie sur N par v, = (n + 1)? sont: §
v0=1; 171=4; 172:9; v3=16; V4:25.

. . e n+1
e Les premiers termes de la suite (w,,),,>, définie pour toutn > 4 par: w,, = —
sont: w,=1; We =2 ; We = — ; Wy, = =
S 57 g’ 67 27" 775

2) Modes de génération d’une suite

Il existe plusieurs manieres de définir une suite numérique.
2.1- Suites définies par une formule explicite
e Une suite (u,) est définie de facon explicite si le terme général u,, s’exprime en

fonction de n.
e On peut définir une suite numérique (u,,) al’aide d’'une fonction f définie sur

I'intervalle [0; +oo[ en posant, pour tout entier n: u, = f(n).
Exemples :
e La suite (u,,) définie par u,, = 5n — 1 correspond a la suite des valeurs d’'une

fonction car: u, = f(n) avec f(x) = 5x — 1.

Ona: uy=f0)=-1;, uy=f1)=4; u,=f(2)=9; wug = f(60) =299,

. e s 2n+3 N .
e La suite (v,) s, définie par v,, = — correspond a la suite des valeurs d'une

fonction, car v,, = f(n) avec f(x) = 2}::3.
9 203
Ona: v, =f(2)=7 wv3=fB)=3; v = f(100) ===

2.2- Suites définies par récurrence
Soit f une fonction définie sur R.
e La donnée de u, et de la relation : " pour toutn > 0,u,,.; = f(u,) " définissent
une suite numérique (u,).

e La suite (u,,) est alors définie par son premier terme et une relation permettant

de calculer un terme a partir d’'un ou plusieurs termes précédents.
e On peut calculer de proche en proche tous les termes de la suite (u,,), a condition
de connaitre le premier terme de la suite.

e Une telle suite est dite récurrente.
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Cours 5 : Suites numériques

Exemples :

e La suite (u,,) définie par {

uo = _1 .
ne sui
Un4+1 = 5u, — 1 pour toutn = O,estu € sulte

récurrente, etona: ._ F

F0=1;F1=1

F,., = F, + F,,, pour toutn >0’ est une suite

e La suite (E,) définie par {

récurrente.
Ses premiers termessont:1;1;2;3;5;8;13;21; ...

C'est une suite ou les deux premiers termes sont égaux a 1 et chacun des autres

termes est égal a la somme des deux termes précédents.

n

Application 1: Soit (u,),»1 la suite définie par: u, = >— pour toutn = 1.

@ Déterminer les cinq premiers termes de cette suite.
@ Exprimer u,,; etus, en fonction de n.
vy =1
Upnsr1 =14+ \/v—npourtoutn >0

Application 2 : Soit (v,) la suite définie par: {

Déterminer les cinq premiers termes de cette suite.

Wy = 2
Application 3 : Soit (w,) la suite définie par : {Wn+1 _ 1:vv1;n pour toutn € N
@ Calculer wy, w, et ws.
. 2
@ Montrer par récurrence que : Vn € N: w, = ——.

3) Nombre de termes successives d’une suite

Propriété :
Soit (u,,) une suite numérique et p un entier naturel tel que p < n.

Le nombre de termes successives Up; Upyqp; - etu est: n—p+ 1.

|| Application 4 : Déterminer le nombre de termes de chacune des sommes suivantes:

A=u7+u8+u9+'“+u100 B=u0+u1+u2+"'+un

C=3+4+5+ - +99 D=14+2+4+ - +2"1

E=—d—d—t o — F=1+3+5+ - +97
20 21 22 150
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Définition : Soit (U,)p>p, Une suite de nombres réels ou n, est un entier naturel. \
o La suite (up,)pnsp, €st majorée s'il existe un réel M tel que : (Vn = ny) : u,, < M.

o La suite (uy,)pnsp, €st minorée s'il existe un réel m tel que : (Vn = ny) : u, = m.

o La suite (up)pnsp, est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

e

Application 1: On considere la suite (u,,) définie par: (vn € N) :u, = ﬁ
Montrer que (vn € N) : 0 <u, < 1.
Vg = 0
4 s . - N - 7 Ot " . 1
Application 2 : On considére la suite (v,) définie par: {Vn EN:v,,, = -

Montrer que (vn € N): 0 <u, < 1.

ITl- Monotonie d’une suite numeérique

Géﬁnition : Soit (Up)p>n, Une suite de nombre réels ot n, est un entier naturel.
o La suite (up)nsp, est croissante si: (Vn = ng) : Uy = Uy,
o La suite (up)p>p, est décroissante si: (Vn = ng) : Upyq < Uy,
o La suite (uy)nsn, est strictement croissante si: (Vn = ng) : Upyq > Uy,
o La suite (up)p2p, est strictement décroissante si: (Vn = ng) : Upq < Uy,
o La suite (uy)nsn, est constante si: (Vn = ng) : Uyyq = Uy,

e Une suite monotone est une suite croissante ou une suite décroissante.

e Une suite strictement monotone est une suite strictement croissante ou une suite

. strictement décroissante.

On utilise plusieurs méthodes pour étudier les variations d’une suite :
> Ltude du signe de la différence de deux termes consécutifs.

Dans tous les cas, on peut calculer la différence u,,; — u,, etétudier son signe.

o Si cette différence est toujours positive, la suite est croissante.

o> Si cette différence est toujours négative, la suite est décroissante.

> Comparaison du quotient de deux termes consécutifs et de 1.

Uniquement dans le cas ou on sait que tous les termes de la suite sont strictement
Un

positifs, on peut calculer le quotient —=* et le comparer a 1.
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Cours 5 : Suites numériques

= Si ce quotient est toujours plus grand que 1, la suite est croissante.

= Si ce quotient est toujours plus petit que 1, la suite est décroissante.

> Jdavr vécurrence.

Utiliser le raisonnement par récurrence.

> Ltude des vaviations d'une fonction.

Uniquement dans le cas ou la suite (u,,) est définie par une relation u,, = f(n), ou
f est une fonction monotone sur 'intervalle [0; +oo].

Alors la suite (u,,) est aussi monotone et a le méme sens de variation que f.

Application 1: Soit (U, )pen+ 1a suite définie sur N* par: u,, = =

o’

1) Calculer u,,; — u,. En déduire le sens de variation de la suite (u,, )pen*

2) Retrouver le résultat précédant en utilisant le rapport u:“.

n

u0=0
VnEN:u, . =Ju, +1°

Application 2 : On considére la suite (u,) définie par : {

Montrer par récurrence que la suite (u,) est croissante.

Propriété :
e Toute suite croissante est minorée par son premier terme.

e Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.

IV- Suites arithmétiques - Suites géométriques

1) Suites arithmétiques

1,1- Définition d’une suite arithmétique

Activitée 1 :
Un capital C est placé a un intérét simple au taux annuel de ¢%, s'il

augmente chaque année d'une somme constante égale a t% de C.

Un capital de 10 000 Dhs est placé a un intérét simple, au taux annuel de 3 %.

1) Calculer l'intérét I en Dhs rapporté par ce capital en une année.

2) On pose : ¢, = 10 000 Dhs, et on désigne par ¢, la somme en Dhs disponible
au bout de n années (n € N).
a) Calculer c;; cy; c3 etcy.
b) Comment peut-on obtenir cg a partir de ¢4 ?
¢) Trouver une relation entre ¢, ; et c,,.

=3



Cours 5 : Suites numériques

e Une suite (u,,) est arithmétique s’il existe un réel r tel que pour tout entier
naturel n,onait: u,,1 = u, + 7.

\2 Le nombre r est une constante réelle appelée raison de la suite arithmétique.

Remarques :

e Le réel r ne dépend pas de n.
e Les suites arithmétiques sont caractérisées par le fait que la différence de deux

termes consécutifs est constante.

Exemples
170 == _4‘

e La suite (v,,) définie par {Vn EN: v, = v, +3

est arithmétique de premier

terme —4 et de raison 3.
e La suite des naturels est arithmétique de premier terme 0 et de raison 1.
e La suite des naturels impairs est arithmétique de premier terme 1 et de raison 2.

Application 1 :

1) Soit la suite arithmétique: 2;5;8; 11 ......
a) Déterminer la raison et le premier terme de cette suite.
b) Trouver trois autres termes de cette suite.
2) Soit la suite (u,) définie sur N par:u,, = 7 — 4n.
a) Calculer ugy; uy et u,.
b) Montrer que la suite (u,,) est une suite arithmétique.
3) Soit la suite (1,) définie sur N par: v, = (n + 1)
a) Calculer vy; v, et v,.

b) La suite (v,) est-elle arithmétique ?

1,2- Expression du terme général en fonction de n
/’
P

ropriété 1 :

Le terme général u,, d'une suite arithmétique s’exprime en fonction de n de la

fagon suivante :

> Si le premier terme est uy, alors : u,, = ug + nr

= Si le premier terme est u,, alors : u, = u, + (n — p).r
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Cours 5 : Suites numériques

Application 2 :

Soit (u,,) la suite arithmétique définie sur N, telle que : u,, = 7 et uz¢ = 15.

Déterminer la raison r et le premier terme u, de la suite (u,,).

1.3- Somme de termes consécutifs

Gropriété 2:

Soit (u,,) une suite arithmétique et p un entier naturel tel que p < n.

La somme de termes consécutifs u,; u,.q; --- etu, estégalea:
k=n
u, + u,
Zuk =U,+ Uy + -t U, = (n—p+1).T
k=p

C’est a dire, la somme S,, de termes consécutifs d’'une suite arithmétique vérifie :
Somme des termes extrémes

S, = Nombre de termes X

2
Cas particuliers :
k=n
n+1).(uy,+u
OZuk=u0+u1+...+un=( );0 n)
k=0
k=n
o Yu,=u;+uy+ - _I_un=11.(u+—un)
k=1

Application 3 : Soit (u,) la suite arithmétique définie sur N par: u, = 7 + 3n.
1) Calculer la somme : uy + u; +uy + -+ + uUqpg-
2) Calculer la somme : u; + u, + uz + -+ + u, en fonction de n.

3) Calculer la somme : 22 + 25 + 28 + .- + 3007.

Application 4 :

1) Montrer que la somme des n premiers naturels vérifie :

_n(n+1)
=—F

2) Déterminer la somme des n premiers nombres impairs.

14243+ = +n

2) Suites géométriques

2.1- Définition d’une suite géométrique

Activité 2
Un intérét annuel de % est dit composé, si a la fin de chaque année il est capitalisé (c'est-

a-dire ajouté au capital) et produit lui-méme un intérét de £% pendant I'année suivante.

——
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Cours 5 : Suites numériques

1) Une personne a obtenu un prét de 5 000 Dhs a intéréts composés au taux annuel
de 10%.
a) Si cette personne décide de rembourser apres une année, quelle somme
devrait-elle rendre ?
b) Si cette personne décide de rembourser apres deux ans, quelle somme devrait- | |
elle rendre ?
2) Soit un capital ¢, placé a intéréts composés au taux annuel de 6 %.
On désigne par c,, le capital disponible au bout de n années.
a) Exprimer ¢, al'aide de c,.
b) Exprimer c, a l'aide de c; puis a l'aide de c,.
¢) Exprimer c; a I'aide de c, puis a I'aide de c,,.

d) Exprimer ¢, en fonction de c,,.

Définition 2 :

e Une suite (u,) est géométrique s'il existe un réel g non nul tel que pour tout
naturel n,onait: u,,,; = q.u,.

e Le nombre g est une constante réelle appelée raison de la suite géométrique.

Remarques :

e Le réel g ne dépend pas de n.
e Les suites géométriques sont caractérisées par le fait que le quotient de deux
termes consécutifs est constant (dans le cas ou les termes de la suite sont non nuls).
e Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

v Siq = 0 alors la suite est nulle a partir de son deuxieme terme.

v Siq = 1 alors la suite est constante (tous les termes sont égaux au premier terme).

v Siuy = 0 alors la suite est nulle.

Exemples :

vy =5

* e La suite (v,,) définie par { 0 est géométrique de premier terme 5

vn e N: v, , =2y,
et de raison 2.
e La suite des puissances successives de 5 est géométrique de premier terme 1 et de

raison 5.
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Application 5 :

1) Soit la suite géométrique:1;3;9;27;81; ..

a) Déterminer la raison de cette suite.
b) On note : uy = 1 etu; = 3. Déterminer u,; us et ug. 5

n
2) Soit la suite (v,,) définie sur N par: u,, = G) : E

a) Calculer vy; v, et v,.

b) Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique.
3) Soit la suite (w,,) définie sur N par : w,, = n°.

a) Calculer wy; wy et w,.

b) La suite (w,,) est-elle géométrique ?

2.2- Expression du terme général en fonction de n

éropriété 3: \
Le terme général u,, d’'une suite géométrique s’exprime en fonction de n de la

facon suivante :

o Sile premier terme est uy, alors : u,, = q". uy

= Sile premier terme est uy, alors: u,, = q"?.u,

—

Application 6 :

Soit (u,,) une suite géométrique de raison q. On donne : u, = 4374 et us = 486.

Trouver la raison g et le premier terme u, et u,, sachant que la raison est positive.

2.3- Somme de termes consécutifs

g’ropriété 4 :

Soit (u,,) une suite géométrique de raison g # 1 et p un entier naturel tel que p < n.

La somme de termes consécutifs u,; u,,q; - etu, estégalea:
k=n 1— qn—p+1
; Z"k:“P+“p+1+'“+“n="p'1 q

\ k=p

J C’est a dire, la somme S,, de termes consécutifs d’'une suite géométrique vérifie :

1— raisonNombre de termes

8, = premier terme X

1 — raison
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Cas particuliers :

k=n 1_qn+1
o Y we=ugtut U = Uy T —

k=0 —q

k=n 1_qn
[} uk:u1+u2+ +un:u1.1_

k=1 q

Remarque :
eSig=1,alors: uy +upy; + - tu, =Mm—p+1.u,.

Application 7 : Soit (u,) la suite géométrique définie sur N par: u,, = 3 x 2™,

1) Calculer la somme : uy + u; + u, + -+ + uqp.
2) Calculer la somme : u; + u, + uz + -+ + u,, en fonction de n.

3) Calculer la somme : 24 + 48 + 96 + .-+ 768 + 1536.

Application 8 :

1) Montrer que la somme des (n + 1) premieres puissances de 2 vérifie :
1+2+44+ - 42" =2"1 -1

2) Montrer que la somme des n premieres puissances de g, avec q # 1, vérifie :
1—q"

1+q+q¢*+ - +q" 1= =4

Résume : Le tableau suivant résume les principaux résultats concernant les suites

arithmétiques et les suites géométriques.

Nature do [a suite (uy) suite arithmétique de | (uy,) suite géométrique de raison

raison q

Relation de récurrence Uy =U, + T U, = q. U,

. _ - n—
Relation entre deux termes u, =u,+ (n— p)_r U, = Uy,.q p

e —p+1
Somme de termes consécutifs u, +u, 1—q"?P '
nmn-p+1).—— p- siqg+1
g Uy +Uppq + o F Uy = 2 1—¢q
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