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Suites numériques

1. Rappels
RN
& Activité ©:
u1 == 0
On considére la suite numérique (u,,) définie par _ 25 N*
Unt1 = oo 0T €

1. Calculer uq,u,.

5(5—uy,)
5+(5—-uy)
5—1u, > 0 pourtout n € N*,

2. Vérifier que 5 —uy 1 = pour tout n € N*et montrer par récurrence que

3. On considére (v,) la suite numérique définie par v,, = —.
—HUn

a. Montrer que (v,,) est une suite arithmétique en déterminant sa raison.
b. Déterminer v, en fonction de n .

, 5vp—5
¢. Vérifier que u,, = UL pour tout n € N*,
n

d. En déduire I’expression de u,, en fonction n.

e. Calculer la somme S, en fonctiondenou: S, =vy+ v, + v, + -+ v,.
Activité @:

U, =0

2unp+3
" —neN
Uun+4

On consideére la suite numérique (u,,) définie par { _
n+1 —

1. Calculer uy, u,.

2. Montrer par récurrence que (Vn € N*):0 < u, < 1.

3. Montrer que (u,) est croissante.

unp—1

Up+3°

e. Montrer que (v,,) est une suite géométrique en déterminant sa raison.

b. Déterminer v,, en fonction de n et en déduire I’expression de u,, en fonction n

4. On considere (v,) la suite numérique définie par v,, =

¢. Calculer la somme S

en fonctiondenou:S, =vy+v; +v, + -+ V.

Suite géométrique

Suite arithmétique

Définition

Up4+1 = qUp

un+1 = un +r

Terme général

Uy = Up X g
(p <n)

Uy, =u, + (n—p)r
p=n)

Somme des termes
consécutifs

Sp=UpFUpyq + Uy,
A= g
1-¢q

Up

Sp=UpHUpyr +F Uy,
(n—p+1

27) (e + )
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a<b et c trois
terme consécutifs

b? =ac

2b=a+c

(Uy)peymajorée par M

(Vnel) u, <M

(U)peyminorée par m

(Vnel) u, >2m

(uy)pegbornée par M et m

(vnel) m<u, <M

(Uy,)pepest croissante

(vnel uy,.q =u,

(Uy,)nesest décroissante

(vnel uy,.y <u,

(u,)pesest constante

(Vn€l) upyy =uy

II.  Limite d’une suite

=

RS

2. Définition

77 Définition :

Soient (u,) une suite numérique et [ un nombre réel.
On dit que [ est la limite dec (u,,), et on écrit lim u,, = [l ou plus simplement lim u, = [,
n—+oo

1

Remarques —\_T:
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si tout intervalle ouvert centré en [ contient tous les termes de la suite (u,,) a partir d'un
certain indice.

O Exemple :
On considere la suite définie par u, = 2 + n—lz pour tout n € N*.
U Us Ug Uio U100 U1000
3 2.04 ~2,016 2,001 2,00001 | 2,0000001

On remarque que de plus en plus I’indice n prend des valeurs trés grandes, les termes de la
suite s’approchent de plus en plus a 2.
On peut dire que liT u, =2.
n—->+0oo
2. Limite de suites de références
77 Propriétés.

Soit p un élément de N tel que p > 3 ,ona:

e lim n=+w e lim n*=+ow e lim nP =+ e lim Vn=+o
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo
.1 .1 .1
e lim -=0 e lim =0 e lim—=0 e lim —==0
n—+oo N n—+oo N n—+oo NP no+oo Vn
O Exemples :

. n+1 . n 1
© Ona lim "= lim b= lim Vit

Puisque lim vn = 4o et lim i— 0,alors lim lim Mt
n-+oo n—-+oo Nno+o no+o Vn

o Ona lim —2n*+3n* +1= lim n4(—2+i+i)
n—>—+—oo3 ) n—-»+oo

Puisque hm — =0et lim = =0,alors lim —2+ +—=—2.

oon n-+ ooTL n-+oo
Or lim n —+00,donc lim —2n*+3n’+1=-w
n—+oo n—+o

&  Application @ ;
Calculer la limite de la suite (u,) dans les cas suivants :

a u _ n’+n+1
CTM T 3346
_ (n+2)vn
bt =T
o u _ Vn+1
M T Un+3
d u,=vn+1-+n.

e. u, =2n—+n.
77 Définition :( Convergence d’une suite)

Soit (u,)une suite numérique.
e On dit que (u,)est convergente si clle admet une limite finie (C-a-d s’il existe un réel
[tel que lim w, =1).
n—-+o0o

e On dit que (u,)est divergente s’clle n’est pas convergente (C-a-d si n}_i)rpoo U, = tooou
s’elle n’a pas de limite).

O Exemples :

oLa suite (u,) telle que (Vvn € N) u, = ﬁ est divergente car lim U, = +oo.

oLa suite (v,) telleque (vn € N): V, =vVn+1 —+vnest convergente car nl—1>IPoo v, = 0.

o La suite (w,)telle que (Vn € N) : w,, = (—1)" est divergente car n’a pas de limite.
3. Limite de la suite géométrigue (q™) ol q € R*
77 Propriété.

Soit a unréel, on a :
e Sia>1alors lim a™ = 4oo.
n—-+o

e Si—1<a<1alors lim a™ = 0.

n—-+oo
e Sia < —1 alors la suite (q™) n’a pas de limite.
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e Sia=1alors lim a™ = 1.

n—+oo
O Exemples :
o liT (5™ = 400 parce que 5 > 1.
n—>+oo
o liT (—=0,5)™ = 0 parce que —1 < —0,5 < 1.
n—->—+oo

n
o lim (g) =0 parce que —1 < g <1

n—-+oo
oLa suite (—3)™n’a pas de limite.
& Application @ :

Calculer la limite de la suite (u,,)dans les cas suivants :

o w =) +(3)"

511
b.lhl—zjﬁ%
e. u, =2"-3"

4_11_31’1
d Un = o

O Exercice @: Rattrapage 2011

‘g . , . 6
On considere la suite (u,,) définie par uy = 1 et (Vvn € N) up,q = %
n
1
1. a. Vérifier que (Vn € N): u, . — g
- ! CYNAl 3 T sy, 41
. 1
b. Montrer par récurrence que (Vn € N): u,, > 5.
2. On considére la suite numérique (v, )définie par (Vvn € N):v, =1 — ﬁ
n

o . 1
o. Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison -
b. Exprimer v, en fonction de n.

3. Montrer que (Vn € N): u,, = % puis déduire lim u,,.
3-2(g) ot

4. Limite de la suite (n*) ou a € Q*
77 Propriété.

Soit « € Q" ,ona:
e Sia > 1alors lim n% = +oo.
n—-+oo

e Sia <0alors lim n* = 0.
n—+oo

O Exemples :
5
o lim n3 = +oo0 parce que >0,
n-+oo . 3
o lim n s = 0 parce que ~co.
n—-+oo 3

&  Application @:

Calculer la limite de la suite (u,)dans les cas suivants :
5 4

@ U,=nz—ns OU,=Vn—-1Vn
&. Limite et ordre
77 Propriété :

=~

~b¢

=~

Soient (u,) et (v,) deux suites numériques.

 Un > Vn ’
Si1 lim u, =1 et lim vn=ll,alorsl2l.
n—+co n—+oo
O Exemple :

. . , . , . 1
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques définies par u, = 2 + -

Onapourtoutn € N*:u, >v,et lim u, =2et lim v, =2.
n—-+oo n—+oo
III.  Critéres de convergence
= S g s o e -

77 Propriété :

mM

1
et vn=2—;

~b¢
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e Toute suite croissante, majorée est convergente.
e Toute suite décroissante, minorée est convergente.

Application @:

uo = _1
On considére la suite (u,,) définie par - (Vn € N) {u 1
n+l = 35

1. Montrer, pour tout n € N, que u, < 1.
2. Etudier la monotonie de la suite (u,,) puis en déduire qu’elle est convergente.
77 Propriété :

Soient (u,) , (v,) et (w,,) trois suites numériques et [ un nombre réel.

Si { T St S U lors i =
_ _g,alors lim u, =L
il P = (0B, Wn = BT nmes
Application ® :
On considere la suite (u,,) définie par : u, = _C:zs J(rnl) + 2.
1. +2 <u, <5—+2.
ne+1

2. En déduire la limite de (u,,).
77 Propriété :

Soient (uy,) et (v,) deux suites numériques et @ € R}.

au, < v,
* Si{ |im u, = +o0> alors lim v, = +oo.

n—>+oo n—+oo
) n < auy,
e Si 11m u, = —oo> alors l_z)inoovn=—00.
n—-+oo

Application @ :

Soient (u,) et (v,) deux suites numériques définies par u,, = sin(n) + 3n et
v, = cos(n®*+3) —5n+ 1.
1. Montrer, pour toutn € N ,que u, = -1+ 3netque v, <2 —5n.
2. En déduire la limite de (uy,) et (v,).
77 Propriété :

Soient (u,) , (v,) deux suites numériques et [ un nombre réel et « € R}
{hﬁz_l|<:avh
i

lim v. =0 »alors lim w, =1
A n—+o
Application @ ;

= 1)”

On considere la suite (u,,) définie par : u, =
O Exercice @:

+ 1. Montrer que hrJrrl u, = 1.
n—-+oco

Soit (uy) la suite numérique définie par u, = - et (VneN)u,;, = 2u:1_
1. Montrer que (vn €N) : 0 < u, < 1. -
2. a. Vérifier, pourtoutn € N, que u,q —u, = — %
b. Etudier la monotonie de (u,,).
¢. En déduire, pour tout n € N, que u, = et que la suite (u,) est convergente.

3. 3) a. Montrer que (Vn € N); 1 —up,4q < Z(l —Uy).

3\" 2
b. En déduire que (Vvn € N); 1 —u, < (Z) X3
e. Déterminer llT Uy,.
n—->+oo

—4
4. 4) pour tout n € N, on pose : v,, = —

Up—2

o. Montrer que la suite (v,,) est géométrique dont on déterminera la raison et le premier
terme.
b. Exprimer v, et u, en fonctionde n .

¢. Déterminer au nouveau lim u,.
n-+o

gt i o

gt et

gt i o

gt et



IV.  Limite de suites particuliéres

e

2. La suite v, = f(u,)
77 Propriété :

Soit f une fonction numérique continue en [ et (u,) une suite convergente et sa limite est [.
La suite (v,) tel que v, = f(u,) est une suite convergente et sa limite est f(1).

O Exemple :

Déterminons la limite de la suite (v,,) définie par : (Vn € N): v,, = cos (:Z:ri)
&  Application ®:

.. . . . (1-n’m 16n*-3n+1
Calculer les limites des suites (u,,) et (v,,) suivantes u,, = sin (n+6n2) et v, = / i
2. La suite Uny1 = f(un)

77 Propriété.

Soit f une fonction numérique et / un intervalle de Dy et soit (u,),, une suite telle
{uo €l
ue : :
T Nnss = fuin € IN
e f est continue sur [.
e f(D)cl

e la suite (u,), converge vers L.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

Alors (1) = L

&  Application @:

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par : f(x) = x — 2v/x + 2.

1. Montrer que f est décroissante sur [0; 1] et croissante sur [1; +oo].

2. Montrer, pour tout x € [1; +oo[, que : f(x) < x.

3. On considére la suite (u,,) définie par uy = 2 et u,41 = f(u,) pour toutn € N.
e. Montrer par récurrence que : (Vvn € N) ;1 < u, < 2.
b. Montrer que la suite (u,,) est décroissante.
¢. En déduire que la suite (u,,) est convergente puis déterminer sa limite.
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