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[. Généralités sur les suites numériques (Rappel)
1. Activité

On consideére la suite (u,,) définie par :
Ug =2 et Uy = Zun + 2 pour toutn de N.

@ Calculer u, ; u, etus.
@ Montrer que (u,) est majorée par 8.
® Etudier la monotonie de la suite (u,,).
Soit (v,,) la suite définie par: v, = u,, — 8 pour toutn de N.

@ Montrer que (v,,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier
terme.

® Donner I'expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

® Calculer la somme suivante : S,, = v, + v; + -+ + v, en fonction de n.

2. Définition d'une suite numérique réelle
Définition 1 :
Soit ny un entier naturel (en général: n, = 0 ou ny = 1).

® Une suite numérique réelle est une fonction qui associe a tout entier naturel n > n,
un nombre réel qui est noté u,, .

® On appelle u,, : le terme général de la suite ou le terme de la suite de rang n.

® La suite (up)pnsn, est définie « a partir du rang ng ».

3. Suite majorée, minorée, bornée
Définition 2 :
Soit (Uy)n=n, une suite de nombre réels.

® La suite (up)pnsn, €st majorée s'il existe un réel M tel que : (Vn = ng) : u, < M.
® La suite (up)psn, €st minorée s'il existe un réel m tel que : (Vn = ny) : u, = m.

® La suite (up)nsn, est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
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4, Monotonie d’'une suite numérique
Définition 3 :
Soit (Uy)pn=n, une suite de nombre réels.

® La suite (Uy)yzn, st croissante si: (Vn = ng) : Upyq = Uy,

® La suite (uy)pzn, €st strictement croissante si: (Vn = ng) : Uyiq > Up.

® La suite (U, )yzn, est décroissante si: (Vn = ng) : Upyq < Up.

® La suite (Uy)nzn, est strictement décroissante si: (Vn = 1) : Upiq < Uy,
® La suite (uy,) >y, €St constante si: (Vn = ng) : Upyq = Uy,

5. Suites arithmétiques et suites géométriques

Soit (u,,) une suite numérique.

e T (uy,,) suite quthmethue de (u,,) suite qeometnque de
raison r raison q
Définition Upy1 = Uy + T Upt1 = 4. Uy
Relation entre deux — 1y + (= D). 7 _ n—p
termes U, = uUp + (n—p). Up = Up.q
up+up+1+ e +un up+up+1+ cee +un
Somme de termes n-p+1
consécutifs (up + un)- (n—-p+1) _ 1—gq .
= =U,—F——— siqg#1
2 1-q

II. Limite d'une suite numérique

1. Limite des suites de références

Propriété 1 :
Soit p un entier naturel tel que : p = 3.

Ona lim n=+4o00 ; lim n=+4o0 ; lim n? =40 ; lim Vn=+4w
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo
.1 .1 .1 .1
et lim —=0 ; lim =0 ;o lim — =20 ;o lim —=20
n-+oo N n-+oon n-+oo NP n-+o+/n

Propriété 2 :
Soit (u,,) une suite numérique. On a :

lim u, =40 o lim (—u,) = -
n—-+oo n—-+oo
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2. Convergence et divergence d’une suite
Définition 4 :
® Une suite est dite « convergente » lorsqu’elle admet une limite finie.

® Une suite est dite « divergente » dans le cas contraire, c’est-a-dire lorsque

* elle admet une limite égale a +o0 oua —oo
* ou bien elle n’admet pas de limite

Application 1:

Etudier la convergence des suites : u, = 5 +2; v,=6—n*et w, =(-1".

Propriété 3 :
Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Propriété 4 :
Soit (u,,) une suite et [l un nombre réel.

Ona: limu,=1 & lim (u, —1) =0
n—-+oo n—+oo
et nl_l)r_zloo u, =1l & nl_l)rpoolun -1l =0

Application 2 :

-D" 1+5vn
Montrer que :  lim <3 + ( 2) ) =3 et lim —\/_ =5
n—-+oo n n—+oo \/ﬁ

[II. Convergence de la suite géométrique (¢g™)

Propriété 5 :
Soit ¢ un nombre réel.

®Si g>1,alors lim g" = +oo.

n—+oo
®Si g=1,alors nl_l)rllooq” = 1.
®eSi —1<g<1,alors nliglmq" = 0.

® Si g < —1 ,alors la suite (q™) n’a pas de limite.

Application 3 :
Calculer les limites suivantes :

. n . : — i . im — ; '
nl—1>IIloo 0,73% nl_l)rjloo (3) ’ nl—l)rPOO < ) ’ nl—l>r-|poo gn ’ nl—l>r-l¥loo 1+4n°
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[V. Opérations sur les limites

Les tableaux ci-dessous

opérations sur les limites.

On désigne par " F.I " une forme indéterminée.

Limite d’une somme de deux suites :

lim u, = l l l 40 | —o0 | +oo
n—-+oo
lim v, = I +0o0 —o0 +o0 —0o0 —o0
n—-+oo
nETm(un v )= 1+ +0o0 —0 +00 — F.l
Limite d’un produit de deux suites :
lim wu, = l [#£0 | oo 0
n—-+oo
lim v, = l' 400 400 400
n-+oo
nl_iﬂloo(u"'v") = Ll +00 +o0 F.l
Limite d’un quotient de deux suites :
nlirpmun = l l +00 | oo l+0 ou oo 0
: 0 en gardant un signe constat
Im vh= [1'#0| +oo |[I'#0| too
" a partir d’un certain rang
: Up [
lim (—)=| = 0 +oo | F.I + 0 F.I
n-+0 \Up I

Application 4 :
Calculer la limite de la

5
u, =vn—-n : un:(l—n)(—2—3>
n
_3n*-n+7 _ _n2—5\/5
=2y ’ Un =32 10

résument les résultats a connaitre concernant les

suite (u,,) dans chacun des cas suivants :

1
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V. Criteres de convergence

Critére 1:
Soient (u,) et (v,,) deux suites et [ un nombre réel.

Si, a partir d'un certain rang,ona: |u, —l| < v, etsi lim v, =0,
n—-+oo

alors (u,,) est convergente et lirp u, =L
n—->—+0o

Critére 2 :
Soient (u,); (v,) et (w,) trois suites et [ un nombre réel.

Si, a partir d’un certain rang,ona: v, < u, <w, etsi lim v, = lim w, =1,
n—-+oo n—+oo

alors (u,) est convergente et lim u, =L
n—-+oo

On dit que si une suite est encadrée par deux suites qui tendent
vers le méme nombre réel, alors elle tend elle-méme vers ce réel,
ce résultat est appelé « théoréme des gendarmes ».

Application 5 :
cosn

Calculer la limite suivante : lim
n-+o N+ 1

Critere 3 :
Soient (u,) et (v,,) deux suites.

® Si,a partir d'un certain rang,ona: u, <v, etsi lim u, = +oo,

n—-+oo
alors lim v, = +oo.
n-+oo
® Si,a partir d'un certain rang,ona: u, < v, etsi ligrn v, = —00,
n—+oo
alors lim u, = —oo.
n—-+oo

Application 6 :
Calculer les limites suivantes :

3n
lim <—\/_— > et lim (n®+ sinn)

n—+oo 2"+ 1 n—-+oo
VI. Propriétés
Propriété 6 :
Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes, on a :

® Si la suite (u,) est positive alors nlirllm u, = 0.

® Si,a partir d'un certain rang,ona u, < v, alors lim u, < lim v,.
n——+oo n—-+oo
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Propriété 7 :
® Toute suite croissante et majorée converge.

® Toute suite décroissante et minorée converge.

Cas particuliers :
® Toute suite croissante et négative converge.

® Toute suite décroissante et positive converge.

Application 7 :

Soit (u,) la suite définiepar: uy, =0 et u,,; = pour toutn € N.

n
@® Montrer que : u, < 1 pour toutn € N.
@ Montrer que la suite (u,,) est croissante.

@ En déduire que la suite (u,,) converge.

Propriété 8 :
Soit (u,,) une suite et r € Q™.

®Si r> 0 alors lim n" = +oo,

®Si <0 alors lim n" =0.

n—-+oo

Exemples :

3
. = . 5
® lim n5 = lim +/n3 = +oo.
n-+oo n—-+oo

® lim n 3— lim = 0.

n—-+oo n—-+oo i/_
VIL Limite de la suite récurrente du type f(u,)

1. Limite de la suite du type : v, = f(u,)

Propriété 9 :
Soient (u,),>p une suite convergente et [ sa limite et soit f une fonction continue en [.

La suite (vy,) >, définie par Vn = p : v, = f(u,) est convergente et sa limite est f (1).

Application 8 :

3In+ 2
n+1°

Montrer que la suite (v,,) est convergente et déterminer sa limite.

Soit (v,,) la suite définie par vne N : v, =
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2. Limite de la suite récurrente du type : w,,; = f(u,)
Propriété 10 :
Soit (Uy)n>p une suite définie par son premier terme u,, et la relation

Vn=p: u,, = f(u,) avec f une fonction continue sur un intervalle I et f(I) c I.
Si u, €1 et (uy)nsp est convergente, alors sa limite [ est une solution de
I'équation : f(x) = x.

Application 8 :

Soit (i) la suite définie par : w = = et ¥n € N : upyy = ot 2
oit (u,) la suite définie par : 1y =3 et Vn -un+1—2un+3.

o : . : . s 3x +2
Pour étudier cette suite, on lui associe la fonction f définie par: f(x) = 213

@ Vérifier que f est continue sur [0; 1].

@ Montrer que f est strictement croissante sur [0; 1].

® Déterminer f([0; 1]).

@ Montrerque: VneN: 0 <u, < 1.

® Montrer que la suite (u,) est croissante et en déduire qu’elle est convergente.

® Résoudre I'équation : f(x) = «x.

@ En déduire lim u, .
n—-+oo

Application 9 :
Soit (u,) la suite définiepar: uy, =0 et Vn € N: u,,; =/3u, +4.

On consideére la fonction f définie par: f(x) = V3x + 4.
@ Dresser le tableau de variations de la fonction f.
@ Montrer que f([0; 4]) < [0; 4].
® Montrerque: Vn e N: 0 <u, < 4.

@ Montrer que la suite (u,,) est croissante et en déduire qu’elle est convergente.

® Résoudre I'équation: f(x) = x, puis déduire lirP Uy, -
n—-+0o
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