Herie 5 - Drimitives

Exercice 1
Soient F et G deux fonctions définies par:
5+ 3x?
2(x*+ 1)
Montrer que F et G sont deux fonctions
primitives de la méme fonction f sur R.

F(x) = et G(x) =

x*+1

Exercice 2
Soient F et G deux fonctions définies par:
x*+5x—9 *+x-—1
-2 -2
Montrer que F et G sont deux fonctions
primitives de la méme fonction f sur ]2; 4+oo.

F(x) = et G(x) =

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo[
2

par: f(x) = 3x—1+?

Déterminer la primitive F de f sur ]0; +oo[ qui

s’annule en 2.

Exercice 4

On considere deux fonctions f et g définies sur
3

(x*+2)2

1. Montrer que la fonction F définie sur R par :

Rpar: f(x) =x(x*+1)3 et g(x) =

1
F(x) = 3 (x? + 1)* est une primitive de f sur R

2. Montrer que la fonction G définie sur R par :

() =107+

est une primitive de g sur R

3. En déduire une des primitives sur R de la
fonction: 3f + 2g.

4, Déterminer la fonction primitive L de f sur R

qui vérifie la condition L(0) = 2.

5. Déterminer la fonction primitive K de g sur R
qui vérifie la condition K(1) = 2.
Exercice 9

On considere la fonction f définie par:
fO)=(x—-4V3—-x

1. Montrer que le domaine de définition de la

fonction f est: D = |—oo0; 3].

10 — 3x
2.Montrer que Vx € |—o0: 3| : f'(x) = ———
q ] [:f(x) N

3. En déduire les primitives de la fonction g

définie sur l'intervalle |—oo; 3[

Exercice 6

On consideére la fonction f définie par :

2x+1
flx) = NE:

1. Montrer que le domaine de définition de la
fonction f est: D = ]0; +ool.

2x—1
2xvx

3. Déterminer la fonction primitive G de la

2.Montrer que Vx € D : f'(x) =

fonction g définie sur I'intervalle ]0; +oo[
2x—1

xx

Exercice ¢

par: g(x) = et qui vérifie G(1) = 2

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par
g(x) = xvx

1. Calculez la dérivée de g sur ]0; +oo] .

2. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par

flo) =Vx
Déduisez de la premiere question une
primitive de f sur |0; +oo|.
Exercice 8
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]|1; +oo[
2x3 —4x*+2x -3
par: f(x) =

(x —1)?
1. Vérifier que pour tout x de |1; +oo[ :
=2 — —
f(x) =2x G2

2. En déduire la primitive F de la fonction f qui
vérifie F(2) = —1.
Exercice 9

Soit f la fonction définie sur l'intervalle
2x% + 13x% + 24x + 2

(x + 3)2

1. Déterminer les réels a; b et c tels que, pour

]=3; 4o par: f(x) =

c
toutx # —3 : f(x)—ax+b+(x_|_—3)2

2. En déduire une primitive F de f sur |—3; +oo|.
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Herie 5 - Drimitives

Exercice 10

On consideére la fonction f définie sur ]0; 1] par:
2x —1
f(x) - xz(x _ 1)2

1. Déterminer deux réels a et b tels que :

a b
f(x) = x_2+x——1)2 pour tout x de ]0; 1]

(
2.En déduire la primitive F de f sur ]0; 1]

1
vérifiant la condition F (E) = 6.

Exercice 11
x+2
(x + 1)*
1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout
a b
+
(x+1)3  (x+1)*

2.En déduire une primitive F de f sur |—1; +oo|.

Soit la fonction f définie par : f(x) =

x#+-1:f(x) =

Exercice 12
3x +4
(x+1)3
1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout
a b
+
(x+ 1?2 (x+1)3

2. En déduire une primitive F de f sur |—1; +oo].

Soit la fonction f définie par : f(x) =

x#-1:f(x) =

Exercice 13

Soit la fonction f défini foy = x ]

oit la fonctio éfinie par : f(x) = ———

i nction f définie p 2= 1)

1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout
a b

x de]1;+oof = f(x) =

(x —1)2 + (x+1)2

2. En déduire une primitive F de f sur |1; +oo|.

Exercice 14
x3 + 3x
(x*—1)3
1. Montrer que, pour tout x de |1; +oo] :

1

Soit la fonction f définie par : f(x) =

Exercice 15

Déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes :
filx)=x+1;

f3(x) =x%+2x—1;
fo(x) =3x*—x+2;

fo(x) = 3x% — 4x
f2(x) = x* — 4x3 + x?
fo(x) =5x7 —3x*+5

x> —-2x+6

fr(x) =2x°(x — 4); .

fe(x) =

Exercice 16

Déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes :

3 2
fikx) = _x_z; fo(x) = 3

1 1 4
fs(0) = 5 fai) ==5-73

7 3x2+1
fs(x) = F_ﬁ+x_3; fe(x) = P

2(x* -1 1\?
peo=2C 20 fw=(xl)

Exercice 17

Déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes :
filx) = (x +3)% f2(0) = 2x(1 + x*)®

0 == (2-1)
falx) = x?% \x

fe(x) = sinx.cosx

fs(x) = x*(x* = 5)%;
fs(x) = x?sin(1 + x3);

f7(x) = sin(2x — 1) .cos*(2x — 1)

1+tanx

fe(x) = - ; fo(x) = x(x + 1)20%2

0s2 x
Exercice 18

Déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes :

2x —1
filx) = —(x n 3)2; fo(x) = —(xz —x +3)?
x—1
f3(x) 2—(2x—5)7; fa(x) = %~ 2x — 3)5
o 4x? _ B 3x% —7x
fs(x) = CEITEL fe(x) = (223 — 7x% £ 9)%

[ == " 2+ 17 sinx
fr(x) = m
2. En déduire une primitive F de f sur |1; +oo|. cosx
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Exercice 19

Déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes :

2 1
fl(x) =ﬁ; fz(X) =m
X 3x
e I
T X% — 3x% 6x_m
fr(x) = x/x? + 1; fo(x) :% 1 -I;C3x
f9(x) = ?{/m; f10(x) =5 Zx
+6
1
fia(x) = Cojz\/z; Fio(x) = %

Exercice 20

Soit f et g les fonctions définies sur R par
f(x) = cosx.cos(3x) et g(x) = sinx.sin(3x)

1. Déterminer une primitive sur R de chacune
des fonctions f + getf — g.

2. En déduire les primitives sur R des fonctions
fetg.

Exercice 21

Soit f la fonction définie sur R par
f(x) = xsinx

1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R et
que pour tout réel x,

f(x)= 2cosx— f"(x)
2. En déduire la primitive de f sur R qui
s'annule en .

Exercice 22

Soit les fonctions f:x - x cosx et g:x = xsinx

1. En calculant f'(x) + g(x), trouver une
primitive G de g sur R.

Exercice 23
Soit f la fonction définie sur |—1; +oo[ par
x* 42
(x+1)*

On se propose de déterminer des réels a, b, c
et d tels que pour tout x de |—1; + o],

_a b c d
f(x)_x+1+(x+1)2+(x+1)3+(x+1)4

1.a. Calculer hrr}+ (x+ 1)* f(x)
x——

f&) =

et xl_i)rgloo (x+1) f(x)

1.b. En déduire que d = 3 eta = 0.

2.a. Vérifier que pour tout réel x de |—1; +oo],
x—1—c b
(x+1)3  (x+1)2

2.b. En déduire les valeurs des réels b et c.

3. Déterminer la primitive de f sur ]—1; +oo[
égale 2 en 0.

Exercice 24

On consideére la fonction f définie sur [0 ; 1] par
fG) =V1-x?
Soit F la primitive de f sur [0; 1] qui s'annule
en 0, et g la fonction définie sur [0; g] par
g(x) = F(cosx)
1. Montrer que g est dérivable sur [0; g] et
déterminer sa fonction dérivée.
2. En déduire que pour tout x de [0; g]
1 1 1
glx) = —5Xx + Zsin(Zx) + 7
3.Calculer F(1) et F (?)

Exercice 25

Déterminer toutes les fonctions deux fois
dérivable sur I telles que :

2. En procédant de méme, déterminer une 1. f"(x)=0; I =R
primitive F de f sur R. i
2. f'"(x)=sinx; I =R
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Exercice 26

Soit u la fonction définie sur R par

ulx) =x++x2+1
1.Exprimer /x2 + 1 al'aide de u(x) et u'(x)

2. Déterminer des primitives pour chacune des
fonctions ci-dessous.
1

(x +VxZ+1)Vx2 +1
(x + Va2 ¥ 1)
X P
7 N
Exercice 27

Pour tout entier naturel n supérieur a 2, on
considere la fonction B, définie sur R par

fix e

P,(x) =1+2x+3x?+--+nx"?

1. Déterminer la primitive F, de P, sur R égale
alenO.

2. Déduire une autre expression de P, (x)

Indications aux solutions
Exercice 1 et 2
Montrer que F — G est une constante réelle.
Exercice 3
Ont : F(x) = 3 2 3
ntrouve : F(x) =5x" —x——
Exercice 4
1.0nmontreque: Vx € R: F'(x) = f(x)
2.0nmontre que: Vx € R: G'(x) = g(x)
3.3F +2G

1, ., 15
4.0Ontrouve: Vx ER: L(x)=§(x +1) +E

-1 25

Exercice 6
3.0n trouve : Vx € ]0; 4+oo[ :
2x+1 1
G(x) = e +E avec c ER
Exercice 7

3
1.0ntrouve : Vx € ]0; +oo[ : g'(x) = E\/E

Vx € ]0; +oo[ : F(x) = Ex\/f

2.0n trouve : 3

Exercice 8

3
2.0ntrouve : Vx € ]1; +oo[: F(x) = x? +m_ 8
Exercice 9

1.0ntrouve: a=2;b=1letc=-7

7
2.0 t :Vx € —3, - F = x?2 J—
n trouve : Vx € | +oo[:F(x) =x +x+x+3

Exercice 10

1.0ntrouve: a=—-1letb=1

2.0n trouve : Vx € |—3;4o[:
F(x) = 1 + 2
x x-—1
Exercice 11
1.0Ontrouve: a=1etb =1
2.0ntrouve : Vx € |—1;4oo[:
-1 1

F@x) = 2x + D2 3(x+1)3

Exercice 12

1.0ntrouve: a=3etb=1

2.0n trouve : Vx € |—1; +oo[ :
-3 1

FO) =1 2a+ 02

Exercice 13
3 1

1.0nt ta=—-etb=-
ntrouve : a 4e 2

2.0ntrouve : Vx € ]—1; +oo[ :
-3 1

F(x) = —~
5.0ntrouve: Vx e R: K(x) = m + 12 &) 4(x—1) 4(x+1)2
Exercice 5 Eaercice 14
3.0n trouve : Vx € ]—o0;3[ : 2.0n trouve : Vx € |—1; +oo[ :
1 _ -1 1
G(x) = E(x —4)V3—x+c avec c € R Fx) = 4(x — 1)2 B 4(x + 1)
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Exercice 15

1
Fl(x)=§x2+x ; Fy(x) = x3 — 2x?

1 1 1
F3(x)=§x3+x2—x; F4(x)=§x5—x4+§x3

5 3
Fg(x) = =x8 ——x° + 5x

1
F, =x3 ——x?%+42x;
<(x) =x 2x + 2x 3 z

2 1 1
F7(x)=§x5—2x4; Fg(x)z—x3—§x2+2x

9
Exercice 16
3 1
R =2, R = -
1 1 1
Fs(0) = -7 R(x)=-53+3
7 1 3 1
F. =———Vx—7—; F =—=—5=
W = s VE— oo R =D

1 1
Fg(X)zﬁ-sz—;

F,(x) = x* + !

xX)=x"+—;
7 X

Exercice 17

1 1 2\4
R =30 +3)% R(x) = 7(1+x7)

1 1,1 4
F3(x)=ﬁ(x3—5)9; F4(x)=—z(;—1>

2

1 1
Fs(x) = —§cos(1 +x3); Fo(x) = —5costx

1 1
F,(x) = —ECOSS(ZX —-1); Fg(x)= 5(1 + tan x)?

Fg(X) — ﬁ(x + 1)2024 _ 5073 (x + 1)2023
Exercice 18
-1 -1
A =33 P =a s
-1 -1
B0 =1or—se B =g o3
-2 -1
W =3mmgr @ =oar 7210
1
Fr(x) = 2(1 4+ cosx)?
Exercice 19
Fy(x) = 4Vx; F(x)=-2V1—x

F3(x) = x* + 3;
2
Fs(x) = §\/x3 — 3x%

Fy(x) = =3y 1—x?
Fe(x) = —/x%2—=2x+2

1 -2 [/1+3x\°
R =G D% RE == ()

X

3, 3,
Fo(x) = 7 Vi + DY Fio(x) = 7 V(x%+6)2
Fi1(x) = 2sinvVx; Fp,(x) = ;/(x —1)3 4+ 4/x -1

Exercice 20
1. Utiliser les formules :

cos(a —b) =cosa.cosb + sina.sinb

cos(a + b) = cosa.cosb —sina.sinb

1 1
2. F(x) = Zsin(Zx) + gsin(4x) +c/ceR

1 1
et G(x) = Zsin(Zx) — gsin(4x) +c/cER
Exercice 21
2. F(x) =sinx —xcosx —m
Exercice 22
1. G(x) =sinx + xcosx
2. F(x) = xsinx + cosx

Exercice 23
1.a. Ontrouve: lim1+ (x+D*f(x)=3
x——

et xl_l)llloo x+1D)f(x)=0

2.a. Utiliser les deux expressions de f(x)

2.b. Ontrouve: b =letc = —2.

-1 1 1

R Ry ey  E A e N EAY

3

Exercice 24
1 ! )—1 2x) 1
. gx —zcos( X >

3. F(1)=g et F(§)=2%

Exercice 25
1. f(x)=ax+b/ (a;b) € R?

2. f(x)=—sinx+ax+b/ (a;b) € R?

Exercice 26
u(x)
1. 241=—-+=
x“ + 70
2. F(x)=_—+c/cE]R
x+vVx?+1

1 2
et G(x)=§(x+ x2+1) +k /keR
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