Exercice 1

Déterminer l'ensemble de définition des
fonctions suivantes :

filx) =2x*—Inx ;
f3(x) =In(2 —x) ;

fo(x) =In(2x + 5)
fa(x) = In(x* - 9)

fs() =In(x +3) +In(x = 3); f () =In <i - i)

Exercice 2

Simplifier les expressions suivantes :

A= ln(\/g—\/g) +ln(\/€+\/§)

B=ln<2— /2+x/§>+1n<2+ /2+x/§)+1n(2+x/§)

) +1n(9v3) — In(v/5 —V2)

¢=mn( -
- "\B+v2

Exercice 3
1. Déterminer le plus petit entier naturel n tel
que 3™ > 192021.

2. Déterminer le plus petit entier naturel n tel
que 0,85™ < 0,001.

Exercice 4

Calculer les limites suivantes :

) 2 . 3+ 2Inx
lim x? (— +In x); lim ——
x-0% X x—+0 6 —41lnx
X
x—l)'

In(1 + 2x
lim In(3x?> —4) —In(x*+5); lim n(—)

x—+00 x—07t X

lim 2x—3ln(xi1)

lim 2x — 3 ln(
x-1* xX—+00

Exercice 9

Calculer la dérivée de chaque fonction sur
l'intervalle donné :

fikx) = 2x* —Inx; [ =1]0; 4o

fo(x) =x—-3+1In(—x); I =]—o0; 0]
fz(x) =In(3x —5) —In(x —3); I =1]3;+]

f,(x) =In(3x%* — 5x + 4); I=R

Exercice 6

Déterminer les primitives de chaque fonction
sur l'intervalle donné :

[ = tx—; I =10;-+eo]

fo() =5 I =]-3; 4]
fg(X)=—%; [ =]-o0;1]

fa(x) = %; I=R

fs(x) = (lnxx)4; I =]0;+oo]

Exercice ¢
Soit f la fonction définie sur I'intervalle
4x —7
2x — 3

3
I = ]EH_OO[ par: f(x)=
1. Vérifier que pour tout x de [ :

fx=2-

2x — 3
2.Déterminer les primitives de f sur I.

3.Déterminer la primitive F de f sur I qui
vérifie F(2) = 3.
Exercice 8
1.Déterminer les réels a et b tels que :

2x+3_a b

x2+2x x  x+2

pour tout x de R — {—2; 0}

2.En déduire les primitives la fonction f
2x + 3
x% + 2x

définie sur ]0; +oo[ par f(x) =

Exercice 9

On consideére la fonction f définie sur R — {2}

. _ x*—=5x+9
par : f(x)_(x——Z)z

1.Déterminer les réels a; b et c tels que, pour

b c
tout x # 2 .f(x)—a+x_2+(x_2)2

2.Déterminer les primitives de f sur ]|2; +oo[
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Exercice 10

f estla fonction définie sur ]0; +oo[ par:

{f(0)=0

f(x)=xInx si x>0

Soit (Cf) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (0;7; ).

1. a. Montrez que f est continue a droite en 0.

1. b. Etudiez la dérivabilité de la fonction f a

droite en 0, et interprétez ce résultat
graphiquement.

2.Montrez que lirp f(x) = +oo.
X—+ 00

3. Montrez que (C;) admet une branche

parabolique de direction
ordonnées au voisinage de +o.

I'axe des

4, a, Calculez f'(x) pour tout x de ]0; +ool.

4, b. Etudiez le signe de f’(x) et dressez le
tableau de variations de f.

5. Tracez (Cy) dans le repére (0;7; ).

Exercice 11

Partie 1 :
g estla fonction définie sur ]0; +oo[ par:
gx)=x*—1-2Inx

1.Calculez lim g(x) et lim g(x).
X—>+00 x—-07%
2. a. Calculez g'(x) pour tout x de ]0; +oo].

2. b. Etudiez le signe de g'(x) et dressez le
tableau de variations de g.

3. En déduire le signe de g(x) sur ]0; +oo.

Partie 2 :

f estla fonction définie sur ]0; +oo| par:

3+2Inx
fxX)=x—4+——

Soit (Cf) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (0;7; ).

1. Montrez que lir(r)l+ f(x) = —oo et en déduire
X—

une interprétation graphique de ce résultat.

2.a.Calculez lim f(x).
X—>+00

2. b. Montrez que la droite (D) d’équation

y =x —4 est une asymptote oblique de
(C’f) au voisinage de +co.

3. a. Montrez que pour tout x de |0; +oo[ :
, g(x)
f'(x) =

x2
3. b. Dresser le tableau de variations de f.

4, a, Montrez que pour tout x de ]0; oo :

N 4Inx
[ =—3

4. b. Etudiez le signe de "' et en déduire que la

courbe (Cf) admet un point d’inflexion que
'on précisera.

4, c. Donnez une équation de la tangente (T) au
point d’abscisse 1.

5. Tracez (T) et (C’f) dans le repeére (0;7;)).

6. Montrez que la fonction
2

X
F:xl—>7—4x+(3+1nx)lnx

est une primitive de f sur ]0; +ool.
Exercice 12

Partie 1 :
g est la fonction définie sur |—1; +oo[ par:

gx) =x*+2x +In(x + 1)
1.Calculez lim g(x) et lim g(x).

x—+00 x—>—1%
2. Montrez que pour tout x de |—1; +o[ ona:

2x+ 1D*+1

g'x) = x+1

3. Etudiez le signe de g'(x) et dressez le tableau
de variations de g.

4, a, Calculez g(0).

4, b. En déduire le signe de g(x) sur les deux
intervalles |—1; 0[ et ]0; +oo.

Partie 2 :

f estla fonction définie sur |—1; +oo[ par:
In(x + 1)
fe=x=="71

Soit (C’f) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (0;7; ).
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1. Montrez que lin’i+ f(x) = +o0 et donner
x—-—

une interprétation graphique du résultat.

2.a.Calculez lim f(x).
X—+00

2. b. Montrez que la droite (A) d’équation y = x

est une asymptote de la courbe (C;) au
voisinage de +oo.

2. c. Etudiez la position relative de la courbe
(&) etla droite (4).

3.a. Montrez que pour tout x de |—1; +oo[ :

oy gx)
f(x)—m

3.b. Dresser le tableau de variations de f.
4. Représentez la courbe (Cf) et la droite (A).
(On admet que (C;) admet un point

d’inflexion d’abscisse comprise entre 3 et 4 )

Partie 3 :
On considere la suite (u,),»o définie par :

uy== et vneN: u, ., =f(u,)

2

1.Montrerque: YneN: 0<u, < 1.

2. Montrer que la suite (u,) est décroissante.

3. En déduire que la suite (u,) est convergente
et calculer limuw,.

Exercice 13
Partie 1 :
On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[
1
1+x

1. Calculer g'(x), puis étudier les variations de

par: g(x) =1In (1 +%) -

la fonction g.
2. Déduire le signe de g(x) sur ]0; +oo|.

Partie 2 :
Soit f la fonction numérique définie par:

f(0)=0
{f(x) =x1n(1+§) si x>0

1. Montrer que f est continue a droite de 0.

2. a. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.

2. b. Interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

3.a.Montrer que : lirP flx) =1
X—+ 00
3. b. Etudier les branches infinies de (C;).

4, a, Démontrer que pour tout x de ]0; oo :
f1e0) = g(x)

4, b. Dresser le tableau de variations de f.

5.Donner I'équation de la tangente de (C’f) au

oint d’abscisse xy = ——
P "7 e—1

6. Construire la courbe (Cf) dans un repere

orthonormé (0;1; )).

Partie 3 :
On consideére la suite numérique (u,),so définie

0<uy < 1
uo_e—l

Vn €N Upq = f(un)

par:

1
1.Montrerque: Vne€N: 0 <u, < Py
2. Démontrer que (u,) est convergente, puis

calculer limu,,.

Exercice 14

Partie 1 :
Soit h est la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

h(x) =x—Inx

1. Calculer lim h(x) et lim h(x)
x—-0 xX—+00
x>0
2. Calculer h'(x) pour tout x de ]0; +oo[ puis
dresser le tableau de variations de h
3.En déduire que
x —Inx = 1 pour tout x de ]0; +oo

Partie 2 :
On consideére la fonction f définie par :

f&) :x—lnx
£(0)=0

six>0

et soit (C) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (0; ;)
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1. Vérifier que la fonction f est bien définie sur
[0; +oo[ et donner une interprétation
géométrique a ce résultat

2. Calculer lirp f(x).Que peut — on déduire ?
X—+ 00

3. Montrer que f est continue sur [0; +oo[

4, Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et
interpréter graphiquement le résultat
obtenu

5.a.Montrer que

'(x) 1-lInx tout x de ]0; +oo[
— —_— . [0'e)
f'(x " Tnx)? pour tout x de |0;

(x
5.b. Etudier le signe de f’(x) puis dresser le
tableau de variations de f

6.a. Vérifier que

_ x(x—h(x))
f(x)—x =T oo

6.b. Montrer que la courbe (C) coupe la droite

pour tout x de ]0; +oo]

(D) d’équation y = x en deux points dont
on déterminera les coordonnées

6.c. Etudier la position relative de la courbe (C)
par rapport a la droite (D)

7.Donner 'équation de la tangente a la courbe
(€) au point d’abscisse 1
8. Construire, dans le méme repére (0;7;)),la

droite (D) et la courbe (C)

Partie 3 :
On considere la suite (u,,) définie par :

uy == et uy4; = f(u,) pourtoutndeN

5

1. Montrer par récurrence que
0 <u, <1pourtoutndeN

2. Montrer que la suite (u,) est décroissante

( On pourra utiliser le résultat de la question II. 6. c. )

3. En déduire que la suite (u,) est convergente

et déterminer sa limite

Exercice 13 - rattrapage 201¢ -

Partie 1 :
Soit g est la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

gx)=x3—-1-2In?x+ 2Inx

Le tableau suivant donne les variations de la
fonction g sur I'intervalle |0; +oo] :

X 0 40
g'(x) ——
+ o0
g(x)

1. Calculer g(1)
2.A partir du tableau de variations de g,

déterminer le signe de g(x) sur]0; 1] et
[1; +oo[
Partie 2 :

On consideére la fonction numérique f définie
sur l'intervalle ]0; +oo[ par :

1 1 In x\
f0) =x=5+75+(7)
Soit (Cf) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (0;7;))
1. a. Vérifier que : xl_igloo f(x) =40

1.b. Montrer que la droite (D) d’équation

1
y=x- 5 est une asymptote a la courbe

(¢;) au voisinage de + oo

1. c. Déterminer la position relative de la droite
(D) et de la courbe (Cf)

2.Montrer que lim f (x) = +oo etinterpréter
x>0
géométriquement le résultat

g(x)
x3

3.a.Montrer que f'(x) = pour tout x

appartenant a I'intervalle ]0; +oo[

3.b.Montrer que la fonction f est décroissante
sur ]0; 1] et croissante sur [1; +oo[

3.c.Dresser le tableau de variations de la
fonction f sur I'intervalle ]0; +oo[

4. Construire dans le repére (0;7;]) la droite (D)
etla courbe (C’f) (unité: 1 cm)
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Partie 3 :
On consideére la fonction numérique h définie
sur ]0; +oo par : h(x) = f(x) — x

1.a. Vérifier que h(1) = 0

1.b.Dans la figure ci-dessous (Cj) est la
représentation graphique de la fonction h

(Ch)

-1

Déterminer le signe de h(x) sur chacun des
intervalles ]0; 1] et [1; +oo[ puis en déduire
que f(x) < x pour tout x de [1; +oo[

2.0n considére la suite numérique (u,,) définie
uo =e
par {un+1 = f(u,) pourtoutndeN
2.a.Montrer par récurrence que
1 <u, <epourtoutndeN

2.b.Montrer que la suite (u,) est décroissante

( On pourra utiliser le résultat de la question III. 1. b.)
2.c.En déduire que la suite (u,) est convergente
et déterminer sa limite

Exercice 16 - Nnormale 2017 -

Partie 1 :
Soit g est la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

gx)=x*+x—-2+2Inx
1. Vérifier que g(1) =0

2. A partir du tableau de variations de la
fonction g ci-contre :

X 0 + o0
g'(x) —+
+00
g(x)

Montrer que g(x) < 0 pour tout x
appartenant a I'intervalle ]0; 1]

et que g(x) = 0 pour tout x appartenant a
I'intervalle [1; +oo[

Partie 2 :
On considere la fonction numérique f définie
sur l'intervalle ]0; +oo[ par :
2

f(x) =x+<1—§) Inx

Soit (C) la courbe représentative de f dans un
repére orthonormé (0;7;7) (unité: 1cm)
1. Montrer que lim f (x) = +oo etinterpréter
x>0

géométriquement le résultat

2.a.Montrer que : HT f(x) =40
X—+00

2.b.Montrer que la courbe (€) admet au
voisinage de + oo une branche parabolique
de direction asymptotique celle de la droite
(D)d’équationy = x
g(x)

x2

3.a.Montrer que f'(x) = pour tout x

appartenant a I'intervalle ]0; +oo[
3.b.Montrer que la fonction f est décroissante
sur ]0; 1] et croissante sur [1; +oo[
3.c. Dresser le tableau de variations de la
fonction f sur I'intervalle ]0; +oo[

4.a.Résoudre dans l'intervalle ]0; +oo[ I'équation

2
(1——>lnx=0
X

4.b.En déduire que la courbe (C) coupe la droite
(D) en deux points dont on déterminera les
coordonnées

4.c.Montrer que f(x) < x pour tout x de [1; 2]
et en déduire la position relative de la courbe
(C)etla droite (D) sur l'intervalle [1; 2]
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5. Construire, dans le méme repeére (0;7;)),la
droite (D) et la courbe (C)

(On admettra que la courbe (C) posséde un seul point
d’inflexion dont I'abscisse est comprise entre 2,4 et 2,5 )

2

In x 1
6.a. Montrer que f — dx = 3 (In2)?

1
6.b. Montrer que la fonction H: x +— 2Inx — x
est une fonction primitive de la fonction

2
h:x — i 1 sur l'intervalle ]0; +oo[

6.c. Montrer, a I'aide d’'une intégration par
2

2
parties, que f (; — 1) Inxdx = (1 —In2)?

1

6.d. Calculer, en cm? , I'aire du domaine plan
limité par la courbe (C), la droite (D) etles
droites d’équations x = letx = 2

Partie 3 :
On considere la suite (u,,) définie par :

{ uy, =3

Un4+q = f(u,) pour tout entier naturel n

1. Montrer par récurrence que
1 <u, <2pourtoutndeN

2. Montrer que la suite (u,) est décroissante

( On pourra utiliser le résultat de la question Il. 4. c. )

3. En déduire que la suite (u,) est convergente
et déterminer sa limite

Exercice 17 - rattrapage 2016 -

Partie 1 :
Soit g est la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

2
gx) =;—1+21nx

Le tableau ci-dessous est le tableau de
variations de la fonction g sur ]0; +oo[ :

X 0 1 + o0

g'(x)

g(x)

0 —+
+co / 400
\g(l)

Partie 2 :
On considere la fonction f définie sur

I'intervalle ]0; +oo[ par :
f(x)=3-3x+2(x+1)Inx

et soit (C) la courbe représentative de f dans

un repére orthonormé (0;7;7) (unité : 2 cm)

1. Montrer que lim f (x) = —oo et donner une
x>0
interprétation géométrique a ce résultat

2.a.Montrer que lirP f(x) =400
X—+ 00

( Pour calculer cette limite, on pourra
écrire f(x) sous la forme :

f(x)=x[%—3+2<1+%)lnx])

2.b.Montrer que la courbe (C) admet, au
voisinage de + oo, une branche parabolique
dont la direction est celle de 'axe des
ordonnées

3.a.Montrer que
f'(x) = g(x) pour tout x de ]0; +oo[

3.b.En déduire que f est strictement croissante
sur ]0; +oo[ et dresser le tableau de
variations de f sur |0; +oo[

4.a.Montrer que 1(1;0) est un point d’inflexion
de la courbe (C)

4.b.Montrer que y = x — 1 est une équation
cartésienne de la tangente (T) a la courbe
(€) au point I

4. c. Construire, dans le méme repére (0;7;7),la
droite (T) et la courbe (C)

5. Résoudre graphiquement I'inéquation :

(x+1)lnx2;(x—1)
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