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Série des exercices - Calcul intégral

Exercice n°1 :

Soit f la fonction définie sur R~ {-1;1} par : f(x) = % .

3z+1 a b

1. Déterminer les réels a et b tels que : 2775 = %5 + 25

3
2. En déduire la valeur de lintégrale : f2 flx)dx

& Solution

1. Pour tout & dans R\ {-1;1} on a :

3z+1 _ a i b _ (z-1)a+(z+1)b _ (a+b)z+(b-2)
z2-1 7 z-1 " x+1 ~ z2-1 - z2-1

Par identification des coefficients des deux polynomes (a+b)x + (b-2) et 3z + 1, on trouve a+b =3 et
a-b=1,dota=2et b=1.
3
2. Calculons l'intégral : f flx)dz
2
3z+1

on a f(xz) = iﬁf} et la fonction rationnelle x ~ =3 est continue sur son ensemble de définition

R~ {-1;1}, en particulier sur [2;3] on a donc :

33241 35 21 51 51 . ,
[2 —dx:[2 N dx=2f2 Edme ——do =2[In(a - D)3 + [In(z + 1)]3 -

72 -1 -1 z+1 16
2[In(2) - In(1)] +in(4) —in(3) = in(4) + In(4) —In(3) =2in(4) - In(3) = ln(g)

. 4

Exercice n°2 :

Soit g la fonction définie sur ] —1;+oo[ par :
_ 4
g(I) =x-1+ W

(C4) sa courbe représentative tracée ci-contre dans un
repére orthogonal (O,1,7)
Déterminer, en unité d’aire, 'aire A du domaine D dé-

limité par la courbe (C,4), son asymptote oblique (D)

d’équation y = x—1 et les deux droites d’équations x = 0

et x =4.

& Solution

Soit x €] = 1;+00[ étudions d’abord le signe de la différence h(z) = g(z) - (x - 1), on a
h(:v)=g(x)—(x—1)=x—1+ﬁ—x+l=ﬁ20

On déduit alors que cette différence est positive ,en particulier sur [0;4].

14
L’aire du domaine D est donc donné par la valeur de I'intégrale [ (—dx en effet :
o (z

+1)2
une primitive H sur [0;4] de la fonction h , (il existe par critére de continuité ) est définie par H(z) = —-%,
4 -4 1 16
ite : dx = =H(4)-H(0)=—
par suite fo (m+1)2 xz [x+1]0 ( ) ( ) 5

. 4
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Exercice n°3 :
Soit f la fonction définie sur [-2;3] par :
f(x)=a2?-2-2
(Cy) sa courbe représentative tracée ci-contre dans un

repére orthogonal (0,17, 7)

Déterminer la mesure, en unité d’aire, de ’aire du do-

maine D délimité par la courbe (Cy), 'axe des abscisses

et les deux droites d’équations x = -2 et x = 3.

2

& Solution » Signe de l’expression : ©° —x — 2

Il s’agit dans ce cas, d'un trinéme du second degré, dont le discriminant est : A = b? — 4ac = 9 donc ’équation

22 -2 -2 =0 a deux solutions réelles —1 et 2. Par suite,le signe de 22 -z — 2 est donné par le tableau suivant :

-z -2 + 0 - 0 +

» Mesure de laire du domaine D
Comme on a vu la fonction f change sa signe sur Uintervalle [-2;3] donc la mesure , en unité d’aire du

domaine D donné par | valeur de l'intégrale I :

3 -1 2 3
I=/ |f(ac)|dx=[ f(x)dw—f f(x)dx+f f(z)dz
_2 -2 -1 2
Une primitive de F sur R de la fonction f définie par F(z) = % - “”2—2 — 2z, donc

I=[F(@)] - [F@)2 + [F(2)]; = [F(-1) - F(-2)] - [F(2) - F(-1)] + [F(3) - F(2)] =

tAinsi, Paire du domaine D est ¥ (u.a) J

Exercice n°4 :

on considére un repére orthogonal avec les caractéris-
tiques suivantes :
L’unité est : 1em sur I'axe des abscisses , et 0.5cm sur

l’axe des ordonnées.

f et g deux fonctions définies sur R par :

f(x)=2?>-3zx-1et g(x)=-22-2+3

2

Déterminer en ¢m=, l'aire du domaine D compris entre

les deux courbes représentatives (Cy) et (Cy), et les

deux droites d’équations = = -1 et x = 2.

& Solution

On commence par étudier la position relative des deux courbes en étudiant le signe de la différence suivante :

T = f(x) — g(z) pour tout = dans R

tﬂ s’agit donc du signe d’un trinéme du second degré T' = 222 - 2z — 4 = 2(2? — 2 - 2). Or cette différenceJ
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T = f(xz)-g(x) <0 alors Va € [-

D est donc mesuré par :

| est nulle pour z = -1 et = = 2, et elle est de signe constant (négative) entre ces de valeur .donc Vz € [-1;2] l

1;2] - | f(x) - g(2)|

[12|f(g:)—g(x)|dir= [fg(x)—f(z)dx=2[j(—x2+x+2)dx:2[—% +%+2x]_1 =9

L Ainsi, I'aire du domaine D est A = 9(u.a) =9 x 1 x 0.5cm? = 4.5¢m?

=g(z) - f(z) , donc : En unité d’aire ,

l'aire du domaine

3 2

.

Exercice n°5 :

Calculer les intégrales suivantes.

4 2u-1
d
) 0 (u?-u)? “
8
m)f4 2 +9

1 1
p)/(; 3u+1u

7 22+3
d
s) /0 3 + 6z o

&

b [ 6y D - 12)dy
4 1

)f1 TR
1 1

)f2 —\/%__1dx

) fllﬁd

7524 + 6
t d
) fo x5 + 62 .

/ 322 +—dx
2020
f) fl (u+¥)du
T4 .3 1s 14
f (3 1) (25—t 4 ) dt
2 5 4
2
——dt
) fQ (t+2020)*

dx

20 -1
)/'1 2z +1 d
r —dz

0 22+x+2

50 1
u) f50 u1000du

.

|

Calculer les intégrales suivantes.

) [y,
1
2

d)f 2e2* g
0

) fl;(ac +e”)dx

in3
m) [ e (e +2)dx
0

§

in2 3 2
g) / (322 + 62— 1)e” ™3 *dy
1

Exercice n°6

2

e 1
b) [ d
) e xln(x) .
1
e) f e 3dt
f L g

k) [0 e”(e® +1)%dx

inb
c) f —e®dx
in2

2
f) [ (2u_2)€u2—2u+2020du
0

in2 6%
i —dt
0 fl 2

In3
1) f (et + 3t)dt
0

G

Exercice n°7 :

1. Montrer que pour tout x de

4 _ 1
22 " 95 T

2. En déduire la valeur de

r

2
I:f Sl
2 4 -2

]-2;2[ on a:

1
2+x

X

f fonction définie sur R** par :

1. Montrer que pour tout = de ]0;+oc0 on a :

2. En déduire la valeur de

3z+1
(1,) T $+ +wz+

flz)=1+1+ L

x z+1

I-= /1.2f(:1:)d33

4
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Exercice n°8 : Relation de Chasles

Calculer les intégrales suivantes : f une fonction définie sur R par :
2 1 .
1.A:[ |2z - 1|dz c-x six>1
0 f(z) =
e?-e sixz<l

11
2. B=/ §x2+4x‘dx
-2 1. Etudier la continuité de f en 1

2 2
L C= 1+ ]z -1 2. Caleul I:f
‘ 3. C [2(|x+ |+ |z —1|)dz Calculer ; f(z)dx J

Exercice n°9 : Intégration par parties

En utilisant 'intégration par parties calculer les intégrales suivantes.
2e e? 1
a) f1 zln(x)dx b) fo (z - 2)in(xz)dx c) fo (x+5)e"dx
1 1 e l
d) f re*dx e) f t2e tdt f) Mdu
0 0

§ - 4

Exercice n°10 : Calcul d’aire

I). f est une fonction définie sur [a;b] , (Cy) sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (0,,7).
Dans chacun des cas suivants, Calculer Paire de la région du plan limitée par la courbe (Cy), 'axe des abscisses

et les deux droite d’équation z=a et x =b

a) f(x)=2?+2+1;a=0etb=1 b)f(a:)z%;az?etbzél
c) f(x)=e*%;a=-2etb=1 d) f(z)=-%ln(z+1);a=0et b=2
II). f fonction définie sur R par : III). f fonction définie sur R\ {1} par :
fz)=2*-42+5 f(x)—ac+;
) (w2
(Cy) sa courbe représentative dans un repére ortho- (Cy) sa courbe représentative dans un repére ortho-
normé (0, 1,7) (figure ci-dessous) normé (0, 1,7) (figure ci-dessous)

€y : (€y)

N

—‘7 /0 1 2 3 ] 5 3 7 8
-2 -1 0 1 2 3 4 5 [} 7

Calculer laire de la partie colorée . Calculer l'aire de la partie colorée .

. 4
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r

&

IV). f fonction définie sur R par :

f(z) = (2 - 1)e”

(C#) sa courbe représentative dans un repeére ortho-

normé (O,1,7) (figure ci-dessous)

3

-4 -3 -2 -\
-

-2

Calculer laire de la partie colorée .

~

V). f et g deux fonctions définies sur R* par :
flx)=xet g(x) = @ et soient (Cs) et (Cy) leurs
représentation dans un repere orthonormé (O,f,j)

(figure ci-dessous)

)

Calculer 'aire de la partie colorée .

On considere les deux fonctions f et g définies sur R
par : f(z) = %(1 + w_12 et g(z) =-2(z-1)%+ % .
Soient (Cy) et (C4) leurs représentation dans un repére

orthonormé (O,1,7) (figure ci-contre).

Calculer laire de la partie colorée .

(€Cy)

Exercice n°11 : Exercices approfondis

§

I). f une fonction définie sur R\ {2} par : IT). g une fonction définie sur R par :
2 2 T
e =2x+5 z)=(x"+2x-3)e
o) - g(x) = ( )
-2
1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la fonc-
1. Déterminer les réels a, b et c¢ tels que (Vz ¢ tion G définie par : G(z) = (az? + bz + c)e”
Ra{2}),: fla)=az+b+ z=2" soit une primitive de g sur R
1 1
2. En déduire la valeur de : I = f flx)dx 2. En déduire la valeur de : I = f g(x)dx
0 0
III). Iv).
1. Montrer que (Vx eR) ,on a : - . L2 1 1
( o ) . 1. Verlﬁer que (Vx € [1,+00[) D 2%40n & a2
e T € 2 2
1+e® 1+e® 2. Calculer : H = / 3 dx
a2 1 x%+2x
 qos ns e
2. En déduire la valeur de : I = /0 1+e° dz 3. En utilisant I'intégration par parties calculer :
n2 oo 2 In(x) .
e Y “h G2y 4
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Exercice n°12 : Exercices approfondis

I). f une fonction définie sur R par : IT). g une fonction définie sur R* par :

f(x)=2-1+ z-1+In(x) g(z) =z - (In(z))? et (D) la droite d’équation y = =
22

1. Montrer que G(z) = zin(x) — x est une pri-

mitive de la fonction In(x) sur R** et que
(Cy) sa courbe représentative dans un repére ortho- e
/ In(z)dz =1

normé (0,1, ) est (D) la droite d’équation y = z — 1

1. En utilisant l'intégration par parties montrer 2. En utilisant I'intégration par parties montrer

1 €
que : [ ln(;r) de = 2 1 que : /1 (In(z))*dz =e-2.
e xT e
2. Calculer l'aire délimitée par la courbe (Cy), la 3. Calculer l'aire délimitée par la courbe (C,), la
droite (D) et les deux droite d’équation x =1 droite (D) et les deux droite d’équation x =1

L etx=e etx=e J

Bon Courage I
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