
 

 

 
 
 

Écrire les propositions et les phrases suivantes à l’aide 

des connecteurs logiques et des quantificateurs. 

 

𝑃1: « pour tout réel  , il existe un unique entier relatif 𝑝 

tel que 𝑝 ≤ 𝑥 < 𝑝 + 1 » 

𝑃2: « il existe au moins un élément réel 𝑎 tel que pour 

tout 𝑥 de ℝ+ ona : 𝑎 ≤ 𝑥 » 

𝑃3 : « pour tout a et b de ℝ ona : (𝑎 + 𝑏)2 ≥ 4𝑎𝑏 » 

𝑃4 : «  tout entier naturel n divisible par 4 est un nombre 

pair » 

𝑃5 : « pour tout 𝜀 de ℝ+∗ , il existe au moins 𝛼 de ℝ+∗ 

tel que pour tout 𝑥 de ℝ ,ona si |𝑥 − 1| < 𝛼  alors 

 |
𝑥

𝑥2+1
−

1

2
| < 𝜀 »  

 
 
 

Soit 𝑃 la proposition suivant : 

(∀𝑦 ∈ ℝ)(∃𝑥 ∈ ℝ): 
4𝑥𝑦

4 + 𝑥2
> 1 

1) Donner la négation de la proposition  . 

2) En déduire que 𝑃 est fausse . 
 
 

 

Soit 𝑃 la proposition suivant : 

(∀𝑦 ∈ ℝ)(∃𝑥 ∈ ℝ): 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0 

1) Déterminer la négation de la proposition  . 

2) Montrer  que 𝑃 est fausse . 

 

 

 

Donner la négation des propositions suivantes : 

P : (∀𝑥 ∈ ℝ)(𝑥 ≥ 0 𝑜𝑢 𝑥 ≤ 0) 

Q : (∃𝑥 ∈ ℝ)(𝑥2 > 5 𝑒𝑡 𝑥𝜖ℤ) 

R : (∀𝑦 ∈ ℝ)(∃𝑥 ∈ ℝ); |𝑥𝑦| = 𝑥𝑦 ⇒ (𝑥 + 𝑦)2 ≥ 𝑥2 +
𝑦2 

S : (∀𝑎 ∈ ℝ); 𝑎2 ∈ ℤ ⇒ 𝑎 ∈ ℤ . 

T : ∃(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 
𝑥−1

2
=

𝑦+1

3
=

𝑧−2

5
  

U : ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2: 𝑎2 + 𝑏2 ≥ 𝑎𝑏 𝑜𝑢 |𝑎| + |𝑏| ≥ |𝑎 + 𝑏| 
V : (∀𝑥 ∈ ℕ∗); (𝑥 ≠ 1 ⇒ 𝑥 ≥ 2) . 

M : (∀𝑦 ∈ ℝ)(∃𝑥 ∈ ℝ); (𝑥 ≤ 𝑦 𝑜𝑢 𝑥2𝑦 + 𝑦 = 1) 

N : (∀𝑥 ∈ ℝ): √1 + 𝑥2 − |𝑥| ≥ 0 

 
 
 
 

 
 

1) Soit 𝑝 𝑒𝑡 𝑞 𝑒𝑡 𝑟 des propositions .  

Montrer que les propositions suivantes sont des lois logiques 

. 
[𝑝 𝑒𝑡(𝑞 𝑜𝑢 𝑟)] ⇔ [(𝑝 𝑒𝑡 𝑞)𝑜𝑢 (𝑝 𝑒𝑡 𝑟)] 
[𝑝 𝑜𝑢 (𝑞 𝑒𝑡 𝑟)] ⇔ [(𝑝 𝑜𝑢 𝑞)𝑒𝑡 (𝑝 𝑜𝑢 𝑟)] 

 

   

 

                                            

En utilisant le Résonnement par disjonction des cas : 

➢ résoudre dans ℝ l’équation suivant  

𝑥2 + |𝑥 − 5| + 5 = 0 

➢ Montrer que 
𝑛(𝑛+1)

2
∈ ℕ 

➢ Montrer que : (∀𝑥 ∈ ℝ); √𝑥2 + 1 + 𝑥 > 0 

➢ Montrer que 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) est un multiple 

de 3 pour tout  𝑛𝜖ℕ . 

 

 

 

En utilisant le raisonnement par contraposée. Montrer que : 

1) (∀𝑦 ∈ ℝ)(∀𝑥 ∈ ℝ); 𝑦 ≠ 1 𝑒𝑡 𝑥 ≠ 1 ⇒ 1 + 𝑥𝑦 ≠
𝑥 + 𝑦 

2) (∀𝑥 ∈ ℝ); 𝑥 ≠ 0 ⇒  √𝑥 + 1 ≠ 1 +
𝑥

2
 

3) (∀𝑥 ∈ ℝ∗)(∀𝑦 ∈ ℝ∗); 𝑦 ≠ −
3

4
𝑥 ⇒

𝑥−𝑦

𝑥+𝑦
≠ 7 

4) 𝑥 est un nombre positif . 

𝑥 ≠ 0 ⇒
1

1 + √𝑥
≠ 1 − √𝑥 

 
 

En utilisant le raisonnement par équivalence : 

1) Soient 𝑎 , 𝑏𝑒𝑡 𝑐 des réels. 

Montrer que 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 

2) Montrer que : (𝑎3 + 𝑎 = 𝑏3 + 𝑏) ⇔ 𝑎 = 𝑏 

3) Soit ℝ+ . Montrer que : 

√𝑥

𝑥2 − 𝑥 + 1
≤

4

3
√𝑥 

4) Soient 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 deux réels positifs . Montrer que : 

√𝑥 + 𝑦 = √𝑥 + √𝑦 ⇔ (𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑦 = 0) 

5) Soient  𝑥  un nombre réel , Montrer que : 

|𝑥 − 2| <
1

3
⇔

3

11
<

1

𝑥 + 2
<

3

13
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En utilisant le raisonnement par absurde : 

1) Montrer que √2 ∉ ℚ puis en déduire que  

(√2 + √3) ∉ ℚ . 

2) Montrer que 0 n’est pas une racine du polynome 

𝑃(𝑥) = 𝑥4 + 12𝑥 − 1 

3) 𝑥 , 𝑦 𝑒𝑡 𝑧 des nombres réels tels que : 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 > 1 

Montrer que  

𝑥 >
1

3
 𝑜𝑢 𝑦 >

1

3
 𝑜𝑢 𝑧 >

1

3
 

4) On considère les deux fonctions 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 définies 

par : 𝑔(𝑥) = √𝑥2 + 4𝑥 + 5 𝑒𝑡 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2 

Montrer que (𝐶𝑓) 𝑒𝑡(𝐶𝑔) ne sont pas sécantes. 

 

 

 

En utilisant le raisonnement par récurrence, montrer 

que : 

1) (∀𝑛𝜖ℕ) : 1 + 2 + 22 + ⋯ ⋯ + 2𝑛 = 2𝑛+1 − 1 

2)  (∀𝑛𝜖ℕ∗) : 

13 + 23 + 33 + ⋯ ⋯ + 𝑛3 =
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
 

3) (∀𝑛𝜖ℕ∗)  
1 × 2 + 2 × 3 + ⋯ ⋯ + 𝑛(𝑛 + 1)

=
𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

3
 

4) (∀𝑛𝜖ℕ∗) 

1 + 3 + 5 + ⋯ ⋯ + (2𝑛 + 1) = (𝑛 + 1)2 

5) (∀𝑛𝜖ℕ) : « 9 divise 4𝑛 + 6𝑛 − 1 » 

6) (∀𝑛𝜖ℕ∗) : « 10𝑛 − 1 est divisible par 9 » 

7) (∀𝑛𝜖ℕ∗) : « 32𝑛 − 2𝑛 est divisible par 7 » 

8) (∀𝑛𝜖ℕ∗) : 
1

1 × 2
+

1

2 × 3
+ ⋯ ⋯ +

1

𝑛(𝑛 + 1)
=

𝑛

𝑛 + 1
 

9) (∀𝑛𝜖ℕ) : « 17 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 21𝑛 − 2𝑛 » 

10) (∀𝑛𝜖ℕ∗) : 3𝑛 ≥ 2𝑛 + 1 

 

 

 

 

 

 

1) Soient 𝑎 et 𝑏 deux nombres rationnelles tels que 

 𝑎 + 𝑏√2 = 0 Montrer que 𝑎 = 0 et = 0 . 

2) En déduire que (𝑥, 𝑦, 𝑥′, 𝑦′) ∈ ℚ4 

𝑥 + 𝑦√2 = 𝑥′ + 𝑦′√2 ⇒ 𝑥 = 𝑥′ 𝑒𝑡 𝑦 = 𝑦′ 

 

 

 

En utilisant le raisonnement par contre exemple. 

1) Montrer que  (∀𝑛𝜖ℕ)(∃𝑦𝜖ℕ) : 𝑦 ≤ 𝑛 . 

2) Soient 𝑎 , 𝑏, 𝑐 et 𝑑 des nombres réels.  

Montrer que la proposition  
(𝑎 ≠ 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 ≠ 𝑑) ⇒ (𝑎 + 𝑐 ≠ 𝑏 + 𝑑) 

Est une proposition fausse. 

3) Montrer que la proposition  

(∀𝑥 ∈ ℝ∗); 𝑥 +
1

𝑥
≥ 2 

              Est fausse . 

 

 

 

 

En utilisant raisonnement par implications successives . 

1) Soit 𝑥 un nombre réel . Montrer que : 

2 < 𝑥 < 4 ⇒
1

3
<

1

𝑥 − 1
< 1 

2) Montrer que : 

(∀𝑥 ∈ ℝ); (
1

1 + √𝑥
= 1 − √𝑥) ⇒ 𝑥 = 0 

3) Montrer que 

∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2 , 𝑎2 + 𝑏2 = 0 ⇒ 𝑎 = 0 𝑜𝑢 𝑏 = 0 

4) Soient 𝑥 et 𝑦 deux nombres réels positifs. 

Montrer que : 

(𝑥 + 𝑦 + 2 = 2√𝑥 + 2√𝑦) ⇒ (𝑥 = 𝑦 = 1) 
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