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Solution

1. Une condition nécessaire est une condition qui doit
étre vraie pour réussir, mais qui n’est pas forcément
suffisante a elle seule.

— A. Non, répondre correctement & tout n’est pas
nécessaire
B. Non, ce serait une condition suffisante mais
pas nécessaire

— C. Non, c’est une condition de performance, pas
une condition préalable
D. Oui, passer le concours est bien une condition

nécessaire (mais pas suffisante)

Réponse : ‘ D. avoir passé le concours‘

2. Donné : 17 juillet 2021 = samedi
Calcul pour 29 février 2024 : Calcul du nombre
de jours écoulés Les années concernées sont :
2022 : 365 jours
2023 : 365 jours
Janvier et février 2024 : 31 + 29 = 60 jours

Le total est donc :
365 x 2+ 60 = 760 jours
Calcul du reste On divise 760 par 7 :
760 = 7 = 108 semaines + 3 jours

Détermination du jour final Etant donné que le
17 juillet 2021 était un samedi, et que nous avons
un reste de 3 jours, nous avangons :
— Samedi — Dimanche
Dimanche — Lundi
Lundi — Mardi
Réponse :
3. Nombre de diviseurs

Factorisation :

72 =923 x 32 = 7210 = 930 320

162 = 2 x 3* = 162°0 = 250 x 3200

Donc N = 280 x 3220 3]ors nombre de diviseurs :

(80 + 1)(220 + 1) = 81 x 221 = 17901

Réponse : | D. 17901

. Soient x et y deux réels non nuls tels que zy = 1

(inverses I'un de l’autre). On a la condition :
(z+y)?+ (a® +y%) =10
Etape 1 : Simplification
(@ +y)?* + (2" +y%) = 2” + 20y + ¢ + 2% + 4

=227 4+ 2y° + 22y = 10

=2+ +ay=>5

Etape 2 : Utilisation de y =

2, 1 2, 1 4 2

"+ s+l=56=2"+5=4=2" -4 +1=0
T T

Etape 3 : Résolution Posons u = 22 :

2 _

u' —4du+1=0

Solutions : (A =12> 0et VA =23)

xzzu:Q:I:\/g

Réponse:‘A. 27\/§0u2+\/§‘

1

. Calculons le produit : ( en uilisant : /a = a7 )

9 9
T[ %5 = [[ 575 =55 4555 +...5%%
k=0 k=0

5as0taETt b ek = 5 o 35%
9 9 9 k
1 1 1 1 1
O e _— = — —
Y o iy (1)
k=0 k=0 k=0
En utilisant la somme d’une suite géométrique de

raison —

9 k 0 4 10 10
lz N Ly =2 2 (1
3= \2 37\2 1-(1/2) 3 2

2 1 210 _1 1023 1 1023

= — — = = = — X

3 3.29 3-29 3-29 3 512
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Donc :

9
H 3x2’\€/5: 5§><15°1223 _ (5%) 512 _ 3 51501223
k=0

3/ 1023
\/ 5512

. Nous cherchons a calculer la limite suivante :

Réponse : | C.

lim 3"e 3"
n—4o0o

Méthode 1 ( utilisons : 3" = en"(3))
lim 3ne—3n = lim 671111(3)6—3n = lim en(ln(S)—S) =0

n—-+oo n—-+oo n——+00

Car : limy, 100 n(In(3) = 3) = =00 (In(3) —3) <0

3 n
n, —3n __
e (3)

Calculons la valeur de e% :

Méthode 2

e3 =~ 20.0855

3

3
— ~ 0.1494
e3  20.0855 0149

Comme 0 < e% < 1, nous avons une suite géomé-

trique de raison strictement entre 0 et 1.

Pour toute suite géométrique r™ avec 0 <r < 1:

lim »" =0
n——+00

Réponse :

. On considere la limite :

lim sin ((3 + \/5)"77)

n—-+oo

Pour tout n € N, le nombre (3 4+ v/5)" + (3 — v/5)"

est un entier pair. Notons-le 2k, ou k, € Z.

Expression de (3 ++/5)"
(3 + \/5)n _ 2kn _ (3 _ \/5)n
Comportement des termes
(3+V6)>1

(3—+/5) ~0.764 (0 < 3 —+/5 < 1, tend vers 0)
Donc :
nEToo sin <(3 + \/S)nﬂ') = nBIfoo sin ((an N (3 N \/5)”)7‘()
nll)rfoo sin <2kn7r - (3- \/5)"7r) = nBToo sin ((3 - \/5)”7r>

=0 Car:0<3—-vV5<1

Réponse :

8.

10.

Nous cherchons a calculer la limite suivante :
. V/3sinz — cosz
lim ———kr—

T F T— 5

Evaluation directe En substituant z = &> nous

obtenons une forme indéterminée %.

Application de la régle de I’ Hépital Dérivons le

numérateur et le dénominateur :

(vV3sinz — cos ) = v/3cosx + sin x

-3 -

Calcul de la nouvelle limite

3 cos (%) + sin (%)

3
2

. V/3cosx +sinz
im —M =

ure:4 1

V3 o1
:3 —_— - =
5t

Réponse :

Nous cherchons a calculer la limite suivante :

+o=2

lim x(ﬁ)
z—0t

Réécriture sous forme exponentielle

( 1 ) Inz
x\In3z ) — eln3zx

Simplification de I’exposant Posons y = Inz.
Quand z — 07, y — —oo. L’exposant devient :

Inz Y
In3z In3+y

Calcul de la limite de ’exposant

. Y . 1
im = lim ———=1
y=—ocoIlnd+y y—-oo 711;3 +1

Calcul de la limite finale

. Inx
hm eln3z — 61 = e
z—0t

Réponse :

Soit f : R — R une fonction T-périodique (T" > 0)

telle que : lim f(z)=L ou LeR*

r—+00
Propriété des fonctions périodiques Pour une
fonction périodique non constante, la limite en 400

n’existe pas car elle oscille indéfiniment. En effet :
flz+nT)=f(z) VneN

Donc la suite f(z,) avec x,, = xo+nT est constante
et ne converge pas vers L sauf si f est constante.

Analyse des options
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11.

12.

A et B : Une fonction strictement monotone ne
peut étre périodique (contradiction)
C : Exclue car L # 0
D : Seule possibilité cohérente avec I'existence de
la limite
Conclusion : La seule fonction T-périodique admet-
tant une limite finie non nulle en +00 est une fonction

constante non nulle.

Réponse : ‘ D. f est une constante non nulle‘

Soit la fonction f définie par :

x2+1:3cos(%) six#0
flx) =
0 siz=0

Calcul de la dérivée en 0 par définition

lim (@)~ 1(0) = lim 2* + 27 cos (1)

;
x—0 €T x—0 €T

. 9 1
=lim (x +x°cos | — =0
x—0 x
Car :

1 2 2 1 2
—1<cos|—)<1l=-—-z<z°cos|— | <z
T T

Les des
1

22 cos <> — 0 Ainsi :
T

limites bornes tend vers 0 donc

f(0)=0+0=0

Réponse : |B. f'(0)=0

Considérons la méme fonction f que dans Q11 :
x? +x3cos(%) six#0
flx) =
0 siz=0

Dérivée premiére (connue de Q11) Nous savons
que f'(0) = 0.
Calcul de la dérivée seconde Par définition :

o S0 =0 PR
h

h—0 h—0

Calcul de f'(z) pour z # 0

f(z) =2z + 322 cos (1) + xsin (1>
z T

Analyse de la limite

lim f'(h) ~ lim 2h + 3h? cos (+) + hsin ()
h—0 h—0 h
=2+ 3hcos (/11> + sin (}1)
Quand h — 0 :

2 reste constant

— 3hcos (+) — 0 (borné par I'encadrement )

sin (1) entre -1 et 1 (pas de limite)

Conclusion : La limite n’existe pas car le terme

sin (%) n’admet pas de limite .

Réponse : ’ D. f n’est pas deux fois dérivable en 0

13. Nous cherchons a calculer l'aire sous la courbe y =
cos(Inz) entre x = ™2 et x = €.
o
Aire :/ cos(lnx) dx
em/2
En utilisons Changement de variable Posons :
1 u
u=Inr=du=—dr et z=ce
x
Les bornes deviennent, :
r=e"=>u=n"7

r=e?=>u=n/2 et

I’intégrale deviennent :

™

o
Aire = / cos(lnz) dzr = / cos(u) - e du
em/2 /2
Intégration par parties Posons :
v = cos(u) = dv = —sin(u)du

dw = e%du = w = e*

/e“ cos(u)du = e* cos(u) + /e“ sin(u)du
Nouvelle intégration par parties pour [ e"sin(u)du :
v = sin(u) = dv = cos(u)du

dw = e*du = w = e*

l/e“ﬁn@QMLze“ﬁnho—:/e“am@ﬂdu

Résolution du systéme En combinant les résul-

tats :

/e“ cos(u)du = €" cos(u) + e" sin(u) — /e“ cos(u)du

2 / e" cos(u)du = €"(cos(u) + sin(u))

e"(cos(u) + sin(u))

/e cos(u)du = 5

Evaluation entre les bornes

{wmw+mwﬁ

2 w/2
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14.

15.

€ (=140)  e2(0+1)
2 2
T /2 1
_ _i _ € T (pT /2
5 5 2(6 +e™7)

Valeur absolue L’aire est toujours positive, donc :

Aire = L(e™ +e™/2)

1 x
§(€W+€§)

[0,¢] — R continue avec f(x) # —1 et véri-

Réponse : | A.

Soit f:
flant :

fl@) - fla—x)=1 Vze€l0,a]

Utilisons la Symétrie de I’intégrale

Considérons le changement de variable u = o — =,

du = —dzx :
R | 0 1
= et = et

« 1 « 1
o 1+ 7m o 1+

Simplification

)
1+ f(x)

S,
I‘/o i@

Somme des deux expressions

« 1
I+I:/o <1+f( 1+f ) e
[0
2

2l =a— 1=

Donc :

Réponse : | A.

a
2
Soit la fonction f(x) = e™®

sin(z). Nous cherchons
sa dérivée quatrieme £ (z).

Calcul des dérivées successives

fl(z) = —e " sin(z) + e ¥ cos(z) = e *(cosz — sin z)
f'(x) = —e *(cosx — sinx) + e F(—sinz — cosx)
= —2e *cosx

f"(xz) =2 " cosx — 2e""(—sinz) = 2¢”*(cosx + sin x)

f(4)($) = 27"

(cosz + sinz) + 2e~*(—sinz + cos x)
= —4e Tsinz = —4f(x)

—4f(x)

Réponse : | B

16.

17.

Soit la fonction f(z) =e™*

/ e Tsin(z) dx
0

Intégration par parties Utilisons la formule d’in-

sin(x). Nous cherchons &

calculer :

tégration par parties deux fois. Posons :
I= /e_”” sin(z) dx
Premiere intégration :
u = sin(zr) = du = cos(z)dz
dv=e"dr = v=—e"
I=—e*sin(x) + /e_”: cos(x)dx
Deuxieme intégration :
u = cos(x) = du = —sin(x)dx
dv=¢e"dr=v=—e""

/ ¢ cos(z)dz = —e~* cos(z) — / e~ sin(z)dz

Résolution du systéme En substituant :

I=—e""sin(z) —e “cos(x) — I
21 = —e " (sin(x) + cos(x))
1 —T(q; -
I= —3¢ (sin(x) + cos(z))

Evaluation entre 0 et 7

1. ‘
—5¢ (sm(:c)JrCOb(x))]

s

0

om0+ (-1 - (—;eO(O 4 1))

1

el g
—9° 9 v e

1
5(1 +e™ ")

Considérons 1’équation complexe :

Réponse : | B.

z2z+dz=-3+4

Expression de z Posons z = z + iy avec z,y € R.

Alors :
22 =x%+ y2
diz = -4y + dix
Substitution dans I’équation

22 +y? — 4y + diz = -3 + 4i
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18.

Séparation parties réelle/imaginaire
2% +y? — 4y = -3 (partie réelle)
4o =4 (partie imaginaire)

De la partie imaginaire : do =4 = 2 =1

Substituons x = 1 dans la partie réelle :
14y —dy=-3=¢y>—4y+4=0
= (y—-22=0=>y=2

Solution : z =1+ 2¢

Réponse : ‘A. Re(u) x Im(u) = 2‘

Soit I’équation complexe :
2 > _
z°—2z243=0

Substitution Posons z = z + iy et 2 = z —iy. En

substituant :

(x+iy)? —2(x —iy) +3=0

22 —y? 4+ 2izy — 2+ 2iy+3=0
Séparation des parties

22 —y? -2z +3=0 (Partie réelle)

2zy+2y=0 (Partie imaginaire)

Résolution du systéme
De I’équation imaginaire : 2y(x + 1) =0
=y=0ouz=-1
Casy=0:
22 -2x+3=0
Discriminant A = (=2)2 -4 x1x 3= -8 <0
Aucune solution réelle
Casx =-1:
(-1)2 =92 -2(-1)+3=0
=y =6=>=y==+V6
n=-14iV6, z2=-1-iV/6

Solutions :

Calcul de la partie réelle

21 —14iv6 —1+iv/6 1—-6-—2iv6 —5—2iv6
—_ = X = =
z2  —1—ivV6 —1+iV6 1+6 7

21 - _§

Réponse :

19.

20.

Soit z = cos? @ + i sin @ cos 6.

Réécriture de z
z = cosf(cos @ + isinf) = cosf - e’

Calcul de 273

L3 1 _ 1 _ 1 o130
23 cos30-ei30  cos3
Partie réelle
. cos 30
Re(z73) =
(=75 cos3 0
30
Réponse : |C. %
cos? 0

En utilisant la formule de Moivre et le bindme de

Newton :

Formule de Moivre
cos 50 = Re(e®®?) = Re((cos § + isin §)°)
Développement binomial

5
(cos® +isinf)° = Z CFcos® % 0(isinh)*
=0

Extraction de la partie réelle Seuls les termes

avec k pair contribuent :

O cos® O(isin 0)° + CF cos® O(isin 0)? + Cf cos' O(isin h)*

= cos® 6 — 10 cos® 0 sin? 6 + 5 cos O sin* @

Réponse : | D. cos®# — 10 cos® #sin? 0 + 5 cos fsin? 6
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