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[ Concours ENSA 2019 - Correction suggérée par le professeur Taher Bouyguir }

Solution
1. Soit la suite (u,,) définie par : - B — a2b + a2b + nab? - B+ nab?
(b* + ab — a®)u,, — a? - ab® + nb? ~ b*(a+nb)
Un+1 = —3 2 b 2
, b*u, + 6% —ab—a Cbtna_ antb
UOZE a+nb bn+a
Etape 1 : Calcul de vy, u; et v; Réponse finale : | A. on +5
n+a
(a) Calcul de vy : 2. Pour n € N*, on considére la suite :
1
b b ab w —
Uo_buo—a_b-g—a_lﬂ—aQ ’;2k+n
(b) Calcul de u; : Déterminer a quel intervalle I appartient u,,.
1 -
s s Encadrement des termes
(b2+ab_a2)g_a2 b+ab—ab_a2
Uy = @ = — 4 1 1 1
2.0 2 _ b g2 e 2 _ b — g2 il
b aer ab—a a—O—b ab—a 1§k§n:>2+n§2k+n§3n:>3n§2k+n§2+n
3 2 _ .23 _ .3 n n n
b+ ab® —a?b—a ézig L L o, <™
_ a -1 — 3n — 2k +n —2+n 3 2+n
= — 5 y 5 = k=1 k=1 k=1
b° 4+ ab® —a’b—a )
a ona:n<2+n:>L<1Alors:fgun<1
24+n 3
(c) Calcul de v : 1
Réponse : |B. [ = {,1{
bbb 3
1= buy —a b-1—a b—a 3. On considére la suite définie par :
Etape 2 : Détermination de la raison Uy = Z !
Pt 2k +n
La différence entre termes consécutifs : i . )
Déterminer hrf T
n—-+0oo
_ 2
v — v = b — ab = b(b+a) —ab — b Réécriture de la somme
b—a bV —a®> (b—a)(b+a) b —a? N
-
Etape 3 : Expression générale de v, tn = n 2% +1
b2 .
La suite (v,,) est arithmétique de raison r = el Rappel somme de Riemann :
—a
. b—a k b
ab B2 ab + nb? lim S f (a +-=(b— a)) = / f(z) dx
Up =VgF+Nr=——>5+n- = notoo Mo — n a
b2 — g2 b2 — g2 b2 — g2 =1
. Appliquons la regle
Etape 4 : Expression de u, ) )
b lim w, = / ! dz = [1 In(2x + 1)} = 11113 =1In(v3)
En inversant la relation v,, = [F— On trouve : n—+oo 0o 2x+1 2 0o 2
Uy — G
b+ av Réponse : |C. In(V3)
tn = buy, 4. Sachant que
Calcul de u,, en fonction de n : (ln (x +/4+ $2))/ — 1
Va+ 22
b ab + nb? leuler -
+a.7b2—a2 b(b2—a2)+a(ab+nb2) calculer :
Un = 2 2 1
b.abb;rnl; b(ab + nb?) / VA1 a2 de.
—a 0
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Etape 1 : Intégration par parties

/\/4+x2dx* T 4+1’2 /

et On a :

e de ()

4422 -4

2
/xidx: —F AT
V4 + 22 V4 + z?

44 22 /
\/4—|—x2 \/4—|—x2

22
——dz = \/4+9:2dx—4/
/\/4+x2 /

substitution dans (1)

/mdx:[xm}_/mdx

1
—dz
V4 + 22

1
+4/7dx
V4 + z2

Donc :

2/1 \/4+m2dx:[ac\/4+a:2](1)+4[ln<x+ 4+x2)};
0

2/1 VA +22dr =5+ 4(In(1 + V5) — In(2)).
0

! 1
/ \/4+x2dx=\§+21n< +2\/5).
0

:\f+1n<<1+2‘/5)2> =*é5+1n<3+‘/5).

2

Réponse :

b w () 0

5. Solution de Déquation trigonométrique (FE)
cos*(3z) + sin?(3z) = 1

Nous commencons par simplifier I’expression cos* 6+

sin? @ en utilisant une identité remarquable :

cos? @ + sin? 6 = (cos?  + sin”® §)? — 2 cos? fsin? §

=1—2cos?0sin? 6

Appliquons cette identité a notre équation avec 6 =
3z :

1 — 2cos?(3z) sin?(3z) = 1

Réduction de I’équation Simplifions I’équation

obtenue :
—2cos?(3z)sin*(3z) =0 = cos*(3z)sin?(3z) =0
Ce produit est nul si et seulement si :

cos(3z) =0 ou sin(3z) =0

Résolution des équations élémentaires

(a) Cas cos(3z) =0 :

3x:g+kz7r, keZ
Donc :
T  km
=—+4+—, keZ
x 6 3 S
(b) Cas sin(3z) =0 :
3r=kmw, keZ
Donc :
km
=—, keZ
x 3 S

Unification des solutions Nous pouvons remar-
quer que les solutions peuvent s’exprimer de maniere

unifiée :

En effet :

Pour k pair (k = 2m) : x = " (cas sin(3x) = 0)
Pour k impair (k = 2m + 1) : # = § + %* (cas
cos(3x) =0)

Conclusion L’ensemble des solutions de 1’équation

(E) est :

D. S:{x€R|x:kgr,k€Z}

. Donnée : Soit le réel

A_Vﬂgﬁ </7—3\/5
- {2 -

On cherche a déterminer la valeur de A parmi les
options proposées.
Calcul de \*

Posons a = 1/ ”%‘/‘?’ etb

et nous avons :

=4/ 7’%‘/5 Alors A = a—b,

M = (a—b)* = a* — 400 + 6a%b* — 4ab® + b*

Calculons a* et b* :

s T35, T-3V5
ot = — ) b= —
2 2
Ainsi :
a4+b4:7+23\/5+7_23\/5:7
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Calculons ab :

— 49 — 4

En utilisant ab = 1, simplifions A\* :

M = (a* 4+ b?) — 4ab(a® + b*) + 6a°V?
Calculons a? + b? :
(a—b)?=a?—-2ab+b* = a® + > = (a —b)* +2ab= N\ +2
Substituons dans A\* :
M=7-4-1-N+2)+6-1=7—-4\2 -8 +6=5— 4)\?
Ainsi, nous obtenons I’équation :

M+4X—-5=0
Posons = = A2, alors :
2 +42-5=0

Résolvons cette équation quadratique :

. —4+16+20 —4+6
n 2 2

Les solutions sont = 1 et x = —5. Comme x =

A2 > 0, nous retenons « = 1, d’ou :

AN=1= \A=+1

Puisque a = 4/ 7*%‘/5 > b= 4/ 7737‘/‘?’, nous avons

A=a—>b>0. Ainsi :
A=1

Réponse :

. Donnée : On cherche a calculer 'intégrale suivante

pour a >0 :
a
/ Va2 —ax2dx
0

Etape 1 : Interprétation géométrique

L’intégrale j;)a Va? — 22 dx représente Daire sous la
courbe y = Va2 — 22 entre x = 0 et z = a. Cette
courbe est la partie supérieure d’un cercle de rayon

a centré a l'origine.

Etape 2 : Calcul de aire

L’équation y = va? — a2 décrit un demi-cercle su-
périeur de rayon a. L’intégrale de 0 a a représente

donc un quart de l'aire totale du cercle.

Aire totale du cercle = wa?

2
™
Aire du quart de cercle = T

Etape 3 : Vérification par calcul intégral

On peut aussi calculer directement 'intégrale en uti-

lisant le changement de variable x = asinf :

dr = acosfdf

Va2 —az2= \/a2 —a?sin?(9) = \/a2(1 —sin%(f)) = acosd

Pour 2 =0, 6 = 0 et pour z = a, § = 5. L'intégrale

devient :

w/2 /2
/ acos@-acos@d@zaQ/ cos? 0 do
0 0

En utilisant I'identité cos? § = W :
aQ/“/Z’ Lcos20 ) o’ [, sin20]™ o 7 _ 7a?
0 2 2 2 |, 2 2 4
2
, Ta
Réponse : | D. e

. Donnée : On lance trois fois un dé a 6 faces, obte-

nant les résultats a, b et ¢. On considére le polyndéme
Q(x) = az? + bz + c. On cherche la probabilité que

() admette une racine double.
Etape 1 : Condition pour une racine double
Le discriminant doit étre nul :

A =b? —dac =0 = b* = 4dac.
Etape 2 : Analyse des cas possibles Les triplets
(a, b, c) valides sont :
b=2:ac=1=(1,2,1).
b=4:ac=4=(1,4,4), (2,4,2), (4,4,1).
b=6:ac=9= (3,6,3).

Etape 3 : Dénombrement Total de triplets favo-
rables : 5.

nombre de tirages possibles : 6 x 6 x 6 = 216

Calcul de la probabilité

Réponse : |C. — |
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9.

10.

11.

Donnée : Urne avec 4 boules jaunes (J), 3 rouges
(R) et 3 bleues (B). On tire 2 boules sans remise.
On cherche la probabilité que la deuxieme boule soit
rouge.

Etape 1 : Nombre total de tirages
Ay =10 x 9 = 90.

Etape 2 : Cas favorables

Premiere boule non rouge (J ou B) puis rouge : 7 x
3 =21.

Premiere boule rouge puis rouge : 3 x 2 = 6.

Total : 21 + 6 = 27.

Etape 3 : Probabilité

p=2_3
90 10

3
10 |
Donnée : Probabilité que la deuxieme boule soit

Réponse :

rouge sachant que la premiere est jaune.
Etape 1 : Situation aprés tirage Il reste 9 boules
(3J, 3R, 3B).

Etape 2 : Probabilité conditionnelle

1
Réponse : .

Méthode 2
le nombre de tirage (J;; R;) est : 4 x 3 =12
le nombre de tirage (J;; B;) est : 4 x 3 =12

le nombre de tirage (J;;J;) est : A3 =12
12 1

12x3 3
Donnée : Soit le nombre complexe z = —1+ V2+i.

Donc la probabilité est : P =

On cherche a déterminer son argument .
Etape 1 : Expression sous forme exponentielle
Nous cherchons a écrire z sous la forme :

Z=Te

our =|z| et 0 = arg(z).

Etape 2 : Calcul du module

r:\/(_1+\/§)2+12:\/1—2\/§+2+1:\/4—2\/§

12.

13.

Etape 3 : Détermination de l’argument Par

identification avec la forme exponentielle :

—14+vV2=rcosf et 1=rsinb

Le rapport donne :
1
~14++2

Nous reconnaissons que :

3
car tan (g) =14+V2

=1+2

tanf =

_ 37

0
8

Etape 4 : Vérification du quadrant
R(z) = -1+ v2>0 (car V2~ 1.414 > 1)
(z)=1>0

Donc z est dans le premier quadrant, ce qui confirme
3T

0=—.
8

3T

Réponse : | A. g

Donnée : On cherche la valeur exacte de cos <587r) .

Etape 1 : Relation d’angle Remarquons que :
o 3T
a2
8 8

On peut donc utiliser la propriété des cosinus pour

les angles supplémentaires :

o 3T
cos | — | =—cos | —
8 8
Etape 2 : Calcul de cos (%’“) En utilisant la for-

mule du demi-angle :

Ccos 3—7T —72_\/5
8 ) 2

Etape 3 : Détermination du signe Comme ‘%T est
dans le deuxieme quadrant, son cosinus est négatif :

C%<w)__¢?~ﬁ

8 ) 2

V2-V2
2

Donnée : Soit a = cos (%) cos (2?”) On cherche la

Réponse : |B. —

valeur de a .
Etape 1 : Utilisation de I'identité trigonomé-

. . 1s < . i (Z) -
trique Considérons ’expression a sin ’g

s (2) = o () cos (22 sn (3)
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14.

Etape 2 : Application de la formule du double

angle Utilisons l'identité sin(2z) = 2sinz cosx :

i () = 2n () ()

. 4
Etape 3 : Simplification Comme sin (;) =

. s . s
sin (7r — g> = sin (g>7 ona:
LT 1 ./
oo (£) = o )

Etape 4 : Résolution pour « En divisant les deux

ALz . ™
cOtés par sin (g> (non nul) :

a=-

4

1
C'Z

On peut utiliser 'identité trigonométrique suivante :

Réponse :

cos A cos B + sin Asin B = cos(A — B)

. . L 7 T _ 27
En appliquant cette identité avec A = ¢ et B = 5,

on obtient :

cos (g) cos <2€7r> + sin <g) sin (%T) = cos (g — 2%)
= Cos (—g)

Puisque cos(—x) = cos z, on obtient :

cos (g) cos (2;> +sin (g) sin <25”) _

En utilisant la donnée cos (%) cos (—) = i, on peut

1+s' (E)S' 21 *COS(E)
1 in 5 in =)= 3

Ainsi, en isolant b, on trouve :

b =sin (g) sin (2;) = cos (g) - %

On sait que :

écrire :

15.

16.

Donc :

Réponse : | B.

|5

Donnée : Soient A et B deux points distincts du
plan. On cherche a déterminer la nature de l'en-

semble des points M vérifiant :

Soit G le barycentre du systéeme pondérés
{(4;1),(B;—4)} donc d’apres la propriété caracté-
ristique du barycentre pour tout point M du plan :
AM — 4BM = —3GM

_3AM -GM =0

Alors : (x) devient :

d’ou : m . CW/[ = 0 alors I’ensemble des points M

est le cercle de diametre [AG]|

Réponse :

Donnée : On cherche a simplifier I’expression :

L k2 45k +6
2
o k24 5k +4

Up =

Etape 1 : Factorisation des polynoémes Factori-

sons numérateur et dénominateur :

(k+2)(k + 3)
(k+ 1)k +4)

k? +5k+6
k2 +5k+4

Etape 2 : Réécriture du produit

_ Tio(k+2)(k+3)
[Ti—o(k + 1)(k +4)

(k+2)(k+3)
L (k+ 1)k +4)

Etape 3 : Séparation des produits

_ [Tk +2) (Mo (k +3))
(Ie=o (% + 1)) (Ix=o(k +4))

Rappelons que : n! =1x2x ---

x n : alors

_(2-3 -(n+2))(3-4----- (n+3))
e 1)) 5 (n+4))
On:1-2----. (n+3)=(n+3)!
=34 (n+3)=(n+3)/2

www.fb.com/BOUYGUIR

5/7

Mr.bouyguir@gmail.com



www.proftaher.com

Concours ENSA 2019 - Maths

Prof : Taher Bouyguir

de méme : 4-5---(n+4) = (n+4Hl/1-2-3) =
(n+4)!/6
d’ott :
T (n+2)!(n+3)!/2
" (n+1)(n+4)/6
avec : (n+2)l = (n+ D! x (n+2) et (n+4)! =

(n+3)! x (n+4) donc :
~3n+2) 3n+6

tn = n+4  n+4
3n+6
Ré : | D.
éponse !

17. Donnée : Le concours d’entrée a la premiére année
des ENSA pour l'année 2019-2020 s’est déroulé le
23 Juillet 2019. On cherche a déterminer le nombre

d’unités de 232019,

c’est-a-dire son dernier chiffre dans sa représentation
décimale. Cela revient a calculer le reste de la divi-

sion 23291 par 10 .
Cherchons 0 < r < 10 tel que : 232019 = r[10].
On a : 23 = 3[10] ( car : 10 divise 23 — 3).
donc : 23?2 = 32[10] et d’autre part : 32 = —1[10]
alors : 232 = —1[10] = (23%)? = (—1)?[10]

= 23* = 1[10]
maintenant décomposon le nombre 2019 :

2019 = 4 x 504 + 3 alors :

234 = 1[10] = (23%)59 = 1°%4[10)
= 232016 = 1[10] = 232016 x 233 = 233[1(]

= 232019 = 233(1(]

on déja : 232 = —1[10] = 23% = —23[10]
et —23 = 7[10] alors 23 = 7[10]

d’ou  23%°1 = 7[10]

Réponse :

18. Nous voulons résoudre le produit suivant :
i k k
Up, = H (62 +e2 )
k=1

d’abord on a :

den (o) (o) (2

k41
_62)

19.

Posons pour tout £k € N : o =
Br = <e2k — e*2k)
VkeN Bk = Brt1

n n
= [T exBr =[] Brta
k=0 k=0

(er + efzk) et

n n n
= [T ex < I8 =11 Brnr
k=0 k=0 k=0

Ona: [[ By =B1-BrBuBui1 =

(1)

k=0
5n+1
n n
et [T Bx = 6o x [ B dronr -
k=0 k=1

n n n
Hak X Hﬂk: Hﬂkﬂ
k=0 k=0 k=0

= Hak X Bo X H,Bk: <H5k> X Bnt1
k=0 k=1

= k=1
Simplification :
n n
Bn+1
= [ ex xBo=Bns1= [ ow = 3
k=1 k=1 0
n gn+1 _on+1
Lo = 25t = =
P8 T e—et
k=0
gn+1 _on+1
3 e —e
Réponse : | A. T
e—e~

Donnée : Soit f,(z) = e® + na? — 3 et u,, I'unique
solution positive de f,(x) =0 pour n > 0.

Etape 1 : Analyse de la fonction

Fal0) =—2<0

fn(l)=e+n—-3>0pourn>1

fi(z) =€+ 2nx >0 sur RT

Par le théoreme des valeurs intermédiaires et la
stricte croissance, u, €]0;1[ existe et est unique.
Etape 2 : Monotonie de u,

Vo e RT :

frs1(@) = ful@) =+ (n+ )22 =3 —e* +na®>+3=2%>0

d'ott : for1(®) > ful®) = fatr1(un) > falug) or
frn(un) =0 et frni1(uns1) =0 donc :

fnJrl(un) > fn+1(un+1)

Comme f,, est strictement croissante alors f, ! est
strictement croissante donc :

for1(un) > fasi(ung1) = b (fasi(un)) >
St (Fagt (ng1)) =t > g

Réponse : ‘B. est décroissante‘
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20. Donnée : Calcul de lim wu, ou wu, est définie
n——+oo
comme précédemment.
Etape 1 : Encadrement de u,, Comme u, est dé-
croissante et minorée par 0, elle converge vers ¢ > 0.

Etape 2 : Passage a la limite

On a f,(u,) =0= €% +nu? =3 , on déduit :
3

nu <3 (car e >0):>O§un§\/7_>0
n

Ainsi ¢ = 0.
Vérification : Si £ > 0, le terme nu2 tendrait vers

400, ce qui est incompatible avec 1'égalité.

Répouse
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